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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

En el presente capitulo se definirdn algunos conceptos basicos sobre vi-
braciones, resaltando la importancia del andlisis de vibraciones de un sistema
mecanico. En el capitulo 2, se mostrarda cémo el modelo matematico de las vi-
braciones de un sistema de finitos grados de libertad conduce a un problema de
autovalores estandar o generalizado. Se resolveran algunos ejemplos comunes, y
se introducirédn el cociente de Rayleigh, y los principios minmax, maxmin para
caracterizar los autovalores cuando el problema es simétrico. En el tercer capitu-
lo se definen los espacios de Sobolev, y principales resultados de compacidad,
como el teorema de Rellich, que brindaran el marco tedrico de los capitulos sigu-
ientes. Se incluyen con el propdsito de que este trabajo resulte, en la medida de
lo posible, auto-contenido. El capitulo 4 trata de sistemas con infinitos grados
de libertad. Se trabajan algunos ejemplos comunes de vibraciones de cuerdas y
membranas caracterizando el espectro en cada caso. Finalmente, en el capitulo 5
se analizara el problema espectral asociado a un sistema formado por un fluido
viscoso compresible y solidos inmersos.

1.1.1. Motivacion

En primer término deberemos tratar qué se entiende por vibracién, para asi
estudiar sus efectos en un sistema. En esta seccién seguiremos el tratamiento de
[2]. Se llaman vibraciones a las respuestas repetitivas, peridédicas u oscilatorias de
un sistema mecanico. La tasa de los ciclos con los que ocurren dichas vibraciones
se denomina frecuencia.
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Los movimientos repetitivos, que son en alguna manera regulares y ocurren
a bajas frecuencias, se denominan cominmente oscilaciones mientras que todo
movimiento repetitivo, que sea a alta frecuencia, con baja amplitud, y que tenga
un comportamiento regular o aleatorio cae en la categoria de vibracion.

A continuacién enumeraremos algunos de los problemas m&s comunes aso-
ciados a las vibraciones.

Problemas asociados con las vibraciones

1. Generacién de ruido y/o movimiento.

2. Estrés dinamico, que genera fatiga, la cual a su vez pude conducir a falla
de los materiales.

3. Pérdida de energia y reduccion del rendimiento.

Es claro, en vistas de los problemas que producen, la importancia de mo-
delar las vibraciones que pueden producirse en cualquier aplicacion industrial. En
particular, el problema a tratar en este trabajo, puede encontrarse en aplicaciones
de la industria nuclear. El flujo del refrigerante a través de los componentes de
un reactor operativo, induce vibraciones en los distintos componentes, tales como
tuberias y elementos combustibles. Se han registrado fallas como la pérdida en
un generador de vapor del reactor Ringhals 3 en Suecia, tras solo 3000 horas
de operacion en plena potencia. Se encontré que decenas de tubos habian sido
gastados hasta el 10 % de su espesor original [22].

En general, dependiendo tanto de las caracteristicas de la estructura y el
fluido, se obtienen distintos modelos matematicos. En este trabajo analizaremos
el caso de un fluido compresible viscoso, con sélidos inmersos. Otros autores ya
analizaron los casos para fluido incompresible viscoso y no viscoso. [5].

Origen de las vibraciones

Las vibraciones pueden ocurrir de manera natural en un sistema de inge-
nieria y pueden ser resultado natural del comportamiento dindmico del sistema.
La vibracion natural es una consecuencia de la naturaleza oscilatoria de un sis-
tema mecanico como resultado del intercambio repetitivo de energia cinética y
potencial entre los componentes del sistema. Sin embargo, esta respuesta oscila-
toria no esta limitada a los sistemas puramente mecanicos, también se puede
producir en sistemas eléctricos. Esto no necesariamente significa que en todos
los sistemas en que se produzca un intercambio de energia cinética y potencial
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existan vibraciones. Algunos sistemas cuentan con mecanismos para disipar la
energia de tal forma que no se alcance a producir una oscilaciéon. Por ejemplo,
mediante amortiguamiento o roce en un sistema mecanico y mediante resistencias
en un sistema eléctrico.

Las vibraciones también pueden ser forzadas en el sistema por medio de
fuente de excitacién. Dicha fuente puede ser interna o externa al sistema y la
respuesta dependerd del tipo de excitacion (periddicas, shock o aleatoria), punto
de aplicacion y las caracteristicas de la estructura. Algunos ejemplos de fuentes
externas comunes pueden ser el viento, olas, vibraciones de la fundacion de la
estructura. Mientras que ejemplos de excitaciones internas incluyen cargas en
movimiento y rotaciones. Para reducir las vibraciones se puede atacar a la ex-
citacion, la respuesta o ambas.

Cuando la frecuencia de la excitacion forzada coincide con la del movimiento
natural del sistema, el sistema respondera de manera vigorosa, incrementando la
amplitud y puede ser potencialmente destructiva para el sistema. Esta condicion
se conoce como resonancia, y la frecuencia asociada es la frecuencia de resonan-
cia. Si bien, en una estructura, existen tantas frecuencias naturales como grados
de libertad (nimero de coordenadas necesarias para especificar completamente
la posicién de un objeto en un instante), y con cada frecuencia natural la es-
tructura vibra de una forma determinada, no necesariamente hace falta analizar
todas las frecuencias naturales ya que no todas van a ser excitadas o bien la es-
tructura podria tener mucho amortiguamiento para ese modo en particular. En
las aplicaciones para la ingenieria, la frecuencia natural mas baja suele ser la mas
importante ya que si la estructura resiste al modo de vibracion asociado a dicha
frecuencia, entonces soportara a los demas modos. Del andlisis de vibraciones se
puede determinar si la estructura cumplird su funciéon al analizar factores tales
como estrés, fatiga y ruido. Ademas permitira revisar tanto la integridad como la
utilidad de la estructura y determinar qué parametros estructurales tienen mayor
efecto en la respuesta dindmica, los cuales a su vez, luego podran ser modifica-
dos de forma apropiada. Es evidente la importancia de incorporar el analisis de
vibraciones en la etapa de diseno ya que es mas sencillo modificar la estructura
en la etapa de diseno que después de construida, evitando problemas econémicos,
operacionales, mantenimiento, y de seguridad.
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Capitulo 2

Vibraciones de sistemas con
finitos grados de libertad

2.1. Problemas de autovalores

A continuacién, introduciremos algunas definiciones del marco teérico matematico
el cual nos permitird formular y resolver sistemas discretos, y que ademaés resul-
tard fundamental cuando avancemos a los sistemas continuos. Comenzaremos por
introducir el concepto de autovalor.

Definicién 2.1.1 (Autovalor)
Sea A € K", Un escalar X € K se llamard autovalor de A si existe x € K" no
nulo tal que Ax = Ax. El par (A, x) se llamard autopar.

Observacién: Si (A—M)x = 0 entonces pa(\) = det(A—A) = 0. Luego A € K es
una raiz del polinomio pa(z) = det(z — A) € K[z]. En este trabajo K denotara
aRoC.

Definicién 2.1.2 (Valores espectrales)

Las raices de pa se llaman valores espectrales de A, y los denominaremos o(A).
Por el teorema fundamental del dlgebra y el teorema de factorizacion, A tiene al
menos un valor espectral y a lo sumo n valores espectrales distintos.

Observacién:

1. Si K= C, X es un autovalor si y solo si es un valor espectral.

11
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2. Si K =R, todo autovalor es un valor espectral pero no vale la reciproca.
Ejemplo: Si A = _(1) (1)] , det(A — X\I) = \? + 1. Luego, igualando a cero
obtenemos N2 +1 =0y A= +i ¢ R.

Definicién 2.1.3 (Autovalores de un operador lineal)

Sea un operador lineal T : X — X donde X es un espacio normado de
dimension n. Si e = {ey,ez,...,e,} es una base de X y T. = (ajx) la matriz
que representa al operador en dicha base ordenada entonces, los autovalores de la
matriz T, serdan los autovalores del operador T'. Esto estd justificado ya que:

1. Dos matrices que representen el mismo operador T en un espacio normado
de dimension finita X, respecto a dos bases distintas de X son matrices
semejantes.

2. Matrices semejantes poseen los mismos autovalores.

Proposicién 2.1.1 (Existencia) De lo mencionado en los pdrrafos anteriores
es inmediato que un operador lineal en un espacio normado de dimension finita
X # {0} posee al menos un valor espectral.

A continuacién veremos que los problemas de autovalores, estan relacionados con
los problemas de vibraciones mecanicas.
Supongamos que el estado del sistema en estudio puede describirse mediante n
parametros, que escribiremos en un vector x € R"™. Supondremos las leyes que
gobiernan la evolucién del sistema en el tiempo son tales que el estado futuro
del sistema puede determinarse completamente si se conoce el estado inicial del
sistema. Sea x el estado del sistema en el instante t = 0, el estado en t = 1 estd
totalmente determinado por x y lo denotaremos F'(z). F' se asume una funcién
diferenciable. Si las leyes que gobiernan el sistema no cambian, F' relaciona en
el instante ¢ con el estado en el instante ¢t + 1. Supongamos que el movimiento
comienza en r = 0, y es un movimiento periédico con periodo 1. Este movimiento
periodico se dice estable, si comenzando en un punto cualquiera h suficientemente
cercano a cero, el movimiento tiende a cero cuando t tiende a infinito.
Como F' es una funcién diferenciable, para h pequeno podemos aproximar lineal-
mente F'(h)

F(h) ~ Ah,

donde A es una matriz de n x n. Para el analisis siguiente supongamos que F
una funcion lineal, luego verifica

F(h) = Ah
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El sistema comenzando en h luego de N unidades de tiempo, estara en la posicion
AN, Analicemos el caso en que h sea un autovector,
Ah = \h, donde A es un escalar y h # 0.
Entonces,
AN = AVh.

Luego podemos concluir que:

L. Si |\ >1,Ah — .
2. Si |\ <1,ANh — 0.
3. SiA=1,AYh = hVN.

Si, ademas, el polinomio caracteristico de A tiene n raices distintas, entonces
A tiene n autovectores linealmente independientes, es decir forman un base [20].
Por lo tanto, todo vector x € R" puede ser expresado como una combinacion
lineal de autovectores h;, donde cada h; es el autovector asociado al autovalor
Aj, para j = 1,...,n. Es decir,

xr = Z bjhj, con bj e R.
1
Entonces, multiplicando por AN
ANz =) " bANhy,
1

y observamos como en este caso, el comportamiento en el tiempo del sistema
depende de los autovalores \; de A, por lo que su estudio es esencial.

Maés adelante analizaremos el caso en que la matriz A no posee n autovectores
linealmente independientes.

A continuacién estudiaremos algunos casos concretos de sistemas mecanicos,
comenzando por el estudio de sistema masa-resorte, el cual ademés nos permitira
introducir el concepto de autovalores generalizados.

2.1.1. Sistema masa-resorte. Autovalores generalizados en
espacios de dimension finita

Consideremos un sistema masa-resorte que consista en dos masas my y meo
unidas por un resorte de constante elastica ks, y la masa m; suspendida desde
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ko

un punto fijo, mediante un resorte de constante elastica ki, tal como indica la
figura (2.1.1)

Asumiremos que la masa de los resortes es despreciable, y los bloques son
masas puntuales. El sistema solo puede desplazarse en direccion vertical, por lo
que mediante las coordenadas x; y xo que indican las posiciones de las masas
my y msy respectivamente podemos describir completamente el movimiento del
sistema en cualquier instante. Tomando de referencia la posicion del sistema en
equilibrio, donde los pesos de las masas y las tensiones de los resortes se cancelan,
las ecuaciones de movimiento estan dadas por el siguiente sistema:

{mlI/f = —kyx1 + ko(zo — 1), (2.1)

moxhy = —ko(xo — 1),

de donde resulta,

mlx'l’ + ]{31.%'1 - k?g(ZL'Q - 5(71) == O,
mgfL‘/Ql + k’Q(ZL‘Q - iCl) = 0.

Este sistema se puede expresar matricialmente como

my 0 13/1/ + k‘l + k?Q _k2 1| 0
0 mo ZL‘I2/ —]{52 ]{72 T o
donde la matriz del primer sumando es la matriz de masas que llamaremos M

y la matriz del segundo sumando es la matriz de rigidez que llamaremos K. Es

decir:
Mu" + Ku = 0,

donde u es el vector posicion de n componentes, M la matriz de masas de n X n
y K la matriz de rigidez de n x n. Las condiciones iniciales estaran dadas por n
desplazamientos iniciales, y n velocidades iniciales. Si M no es una matriz dia-
gonal, se dice que el sistema esta acoplado dinamicamente, mientras que si la
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matriz K no es diagonal, se dice que el sistema estd acoplado elasticamente. Si
tanto M como K no son diagonales, el sistema estda dindmicamente y elastica-
mente acoplado. No obstante, dicha situaciéon no es una caracteristica intrinseca
del sistema, sino de la eleccion del sistema de coordenadas, y para el caso de un
sistema sin amortiguamiento, puede elegirse un sistema de coordenadas tal que
tanto M como K sean matrices diagonales [12].

Asumiendo soluciones del tipo u = e"“'x se obtiene la ecuacién:

M(—w?)e™'z + Ke™'z = 0,
que tras cancelar e y escribiendo A = w? se convierte en:
Kx = \Mz.

Este es el llamado problema de autovalores generalizado, debido a la matriz M.
Nuestro objetivo sera llevar este problema generalizado al problema estandar.
Para eso, existen distintas posibilidades en funcién de las caracteristicas de las
matrices M y K. A continuacién analizaremos los siguientes casos:

1. Si la matriz M es invertible

2. Si la matriz K es invertible

3. Sila matriz M es definida positiva
Podemos realizar las siguientes observaciones:

1. En el caso que la matriz M es invertible, al multiplicar por M ! la ecuacién
Kz = AMz se obtiene
MKz = M.

Tomando A = M 'K se obtiene:
Ar = Az,
que es el problema estandar.

2. Si K es invertible al multiplicar Kz = AMx por K ! se obtiene:

1
X.T = KﬁlM!E,

Luego tomando A = K~'M vy A= % obtenemos:
Az = Az

es decir, nuevamente el problema estandar pero con autovalores A.
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3. Si M es simétrica y definida positiva, por el teorema de Cholesky [4], existe
una matriz R triangular superior e inversible, tal que M = RTR. Luego
reemplazando en Kx = AMx se obtiene:

Kz = AR"Ruz.

Tomando y = Rz
KR 'y = AR"y.

Multiplicando por R~T = (RT)~! se obtiene el problema equivalente
Ay = Ay,

con A= R"TKR™'. Los autovalores \; son los mismos que para el problema
original, y los autovectores estan relacionados mediante y; = Rx;.

En los tres casos vistos, A es un valor espectral del sistema si det(K — AM) = 0.
Si M y K son simétricas y definidas positivas todos los valores espectrales son
autovalores del sistema.

Desde el punto de vista fisico, la raiz cuadrada positiva de los autovalores
representa las frecuencias naturales de vibracién del sistema. La menor de dichas
frecuencias es la llamada frecuencia fundamental [2]. Una vez conocidos los au-
tovalores podemos resolver la ecuacion para x obteniendo asi los autovectores. A
continuacion analizaremos el caso de un sistema amortiguado.

Sistema masas-resortes con amortiguamiento

En el caso previo, el sistema mecdnico no contenia un término disipati-
vo, pero en esta oportunidad incorporaremos una matriz de amortiguamiento C
proporcional a la velocidad,

My +Cu + Ku = 0.
Anadiendo la identidad M’ — Mw' = 0 se obtiene el sistema

Mu" 4+ Cu' + Ku =0,
Mu' — Mu' =0,

de donde resulta,

e ) el o ] ] =[]

el cual se puede reescribir de la forma:

Mz + Kz =0,
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donde z = [u  «/]" es un vector de 2n x 1y M, K matrices reales simétricas de
2n x 2n. Asumiendo soluciones del tipo z = se™ donde s es un vector de forma,
y la componente temporal estd seperada, se obtiene un problema simétrico de

autovalores generalizado: ) R
Ks+ AMs=0.

A partir de este momento se lleva este sistema al problema de autovalores estandar,
mediante alguna de las estrategias mencionadas previamente.

Veamos el siguiente problema a modo de ejemplo. Dado el sistema masas

resortes con amortiguamiento:
ky |

my

1.,

T2

Podemos escribir el sistema

{mlx’l' -+ (Cl + 02)3;’1 — 0237/2 -+ (kl + kg)xl — k2x2 = 0,

Mol — o) + coxhy — koxy + kowg = 0,

y expresarlo matricialmente como

my 0| |2f ¢+ —cof |7 ki +ky —ko| |z1]
/" + / + - 07
0 mo ) —Ca Cy Ty —]{32 kQ T2
donde la primer matriz es la matriz de masas M, la segunda matriz es la matriz
de amortiguamiento C' y la tercer matriz es la matriz de rigidez K. Es decir:

My +Cu + Ku = 0.

Poniendo u = [z; 3]’ como se indicé previamente, anadiendo la identidad

Mu' — Mu' = 0 se obtiene el sistema

Mu" 4+ Cu + Ku =0,
Mu' — Mu' =0,
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de donde resulta:

c1+c —cy My e ki + ko —ko 0 0] [z
—C2 Co 0 mo 33/2 —]{32 k,’g 0 0 T
n| T+ 1 =0.
my 0 0 Of [z 0 0 —my O |3
0 mg 0 O] |2} 0 0 0 —ma| |2
Llamaremos A a la primer matriz de 4 x 4 y M ala segunda matriz de 4 x 4.
Ty x
/
Sean T = x,Z y ' = 5,2, . Tomando soluciones & = se* obtenemos
1 1
]{?1 + /{32 _kQ 0 0 S1 —C1 — Co Coy —M 0 S1
—kJQ k?g 0 0 Sa| A Cy —C2 0 —T1Mo S9
0 0 —my 0f |s3| —my 0 0 0f |s3
0 0 0 —mo| |Sa 0 —mo 0 Of |54

Con el fin de resolver el sistema completo, supongamos que m; = 3kg, ms = 1
kg, k1= 8 N/m, ko= 2 N/m, ¢; = 0.02 N s/m ¢, = 0.01 N s/m. El sistema, con
estos nuevos valores es:

10 =2 0 0] s —0,03 0,01 -3 0] [s
~2 20 0f fs2| _ | 001 <001 0 —Lf |sy
0 0 —3 0] |ss -3 0 0 0| |ss
0 0 0 —1]| [s 0 -1 0 0] s

En este caso, se observa que M no es definida positiva, pero tanto M como K
son matrices invertibles, con inversas (calculadas utilizando GNU Octave):

0,12500 0,12500  0,00000  0,00000
. 0,12500 0,62500  0,00000  0,00000

-1
K= 10.00000 0,00000 —0.33333 —0,00000
0,00000 0,00000  0,00000 —1,00000

y
—0,00000 —0,00000 —0,33333 —0,00000
X7t — |~0,00000 —0,00000  0,00000 —1,00000

~0,33333 —0,00000 0,00333 —0,00333
0,00000 —1,00000 —0,00333  0,01000

Multiplicando ambos miembros por M~ se obtiene el problema de autovalores
estandar:

—0,00000 —0,00000 —0,33333 —0,00000] [s: s1
—~0,00000 —0,00000  0,00000 —1,00000| |s5| _ , |s2
—0,33333 —0,00000  0,00333 —0,00333| |s3| ~— " |53

0,00000 —1,00000 —0,00333  0,01000]| |s4 S4
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con autovalores: \; o = —0,0075 £ 2,0000¢ y A34 = —0,0025 £ 1,1547¢. Se puede
observar como en este caso la parte real de los autovalores es negativa, debido al
amortiguamiento del sistema, que conducira al cese del movimiento.

A continuacién enunciaremos sin demostracion algunos resultados clésicos
que seran utilizados en la seccién siguiente para caracterizar el espectro de un
operador autoadjunto. Para las demostraciones de los mismos se puede consul-
tar [1]

Autovectores generalizados

Definicién 2.1.4 (Autovector generalizado) Sea T : X — X un operador lineal.
Diremos que v es un autovector generalizado de T, con autovalor X\, si v # 0
verifica:

(T — M )v =0, (2.3)

para algun entero positivo j.

Proposicién 2.1.2 Si T € L(X), entonces
Nu(T") = Nu(T™) Vn > dim X, (2.4)

donde, L(X) es el conjunto de operadores lineales de X en X y Nu(T) el nicleo
de T

Corolario 2.1.0.1 Supongamos T € L(X) y A autovalor de T. Entonces, el

conjunto de autovectores generalizados de T correspondientes a A es igual a
Nu(T — \I)%mX,

Definicién 2.1.5 (Operador nilpotente) Un operador se dice nilpotente si alguna
potencia del mismo es iqual a cero.

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio vectorial complejo, y A1, -+ , A los distintos
autovalores de T'. Llamaremos Uj,--- ,Up, a los correspondientes subespacios de
autovectores generalizados. Se verifica que:

2. T(U;) C U; V5,

3. Cada (T — M)y, es nilpotente.
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Corolario 2.1.1.1 Si X es un espacio vectorial complejo y T € L(X), entonces
existe una base de X formada por autovectores generalizados de T

Teorema 2.1.2 Sea X un espacio vectorial complejo, T € L(X), y A1,..., A\m
los distintos autovalores de T'. Entonces existe una base de X tal que respecto a
dicha base la matriz asociada a T es diagonal por blogques, de la forma:

Ay 0
. ; (2.5)
0 Anm
donde cada A; es una matriz triangular superior de la forma:
)\j *
(2.6)
0 Aj

Sea T' € L(X). Una base de X se dice base de Jordan si la representacién de 7'
en dicha base es una matriz diagonal por bloques, donde cada bloque A; es una
matriz triangular superior de la forma:

A1 0
(2.7)

1

0 Aj

Teorema 2.1.3 Sea X un espacio vectorial complejo, y T € L(X), entonces
existe una base de X tal que es una base de Jordan para el operador T'.

Teorema 2.1.4 (Teorema espectral para matrices autoadjuntas) Una aplicacion
autoadjunta H de un espacio complejo euclideo X en si mismo, tiene autovalores
reales y un conjunto de autovectores que forma una base ortogonal de X .

Teorema 2.1.5 (Diagonalizacion de matrices autoadjuntas reales) Sea H una
matriz real autoadjunta, entonces existe una matriz ortogonal M tal que:

MTHM = D, (2.8)

donde D es una matriz diagonal, cuyas entradas son los autovalores de H y M
verifica MTM = 1.
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2.2. Principio del minimo

En esta seccidn, plantearemos un problema de minimizacion que resulta
equivalente al problema de autovalores Ar = Az, donde A una matriz real es
autoadjunta. Con ese fin, introducimos el llamado cociente de Rayleigh:

TA
Rix) ! Ax

g (2.9)

Como A es simétrica tiene exactamente n autovalores y son todos reales.
Sean A1, -+, A, tales que Ay < Ay < --- < A\,

Teorema 2.2.1 (Principio de Rayleigh) El valor minimo del cociente de Rayleigh
es el menor autovalor \y. R(x) alcanza dicho minimo autovector xy asociado al
autovalor \; de A:

2T Az, 2T
i R(z) = R(z,) = =2 = =" 2.10
min R(z) (1) T, T 1 (2.10)

Demostracion 2.2.2 Como A es autoadjunta, es diagonalizable por una matriz
ortogonal M tal que MTAM = D. Luego, tomando v = My,

 (My)"AMy)  y"Dy M|yl Ml

R(z) = = = 2.11)

@) (My)"(Qy) y'y [? =+ lynl? (
Observemos que M (Jy1* 4+ ynl?) < Ml >+- -+ \lynl?) y M1 < R(z) < A\,
Luego, el minimo de R es Ay, en el punto donde |y1| =1 y |ya| =+ = |yn| = 0.

Es interesante mostrar que se puede demostrar el principio de Rayleigh sin recurrir
a la diagonalizacion de A. Sea X un espacio Euclideo complejo. Podemos escribir
el cociente de Rayleigh, como cociente de dos formas cuadréticas a(z, x), y b(x, )
donde b(z, x) es definida positiva

_ a(x,x) _ (x, Ax)
b(z, ) (x,x)

Como A es autoadjunta, R toma valores reales. Ademas, para cualquier escalar
k se verifica que R(kx) = R(z). Por lo tanto, para buscar un méaximo o minimo
de R(z), alcanza con restringir la bisqueda a la esfera unitaria x = 1. Como en
dimensién finita, la esfera unitaria es compacta, R(z) alcanza un méximo y un
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minimo en la misma. Supongamos que el minimo sea el punto f, sea g cualquier
otro vector y t una variable real.

(f +tg, Af +1g)

BUH19 = g F i)

Desarrollando el cociente obtenemos:

(f, Af)+2tRe(g, Af) +1*(9,Ag) _ q(t)

(f.f)+2tRe(g, f) +12(9,9)  p(t)’

Como R alcanza su minimo en f, R(f + tg) alcanza su minimo en ¢ = 0, por lo
que su derivada en ese punto debe ser igual a cero. Luego

dR(f + tg)
dt

_ o

0. (2.12)
=0 p

Como ||f|| = 1, p(0) = 1. Llamaremos A al valor minimo de R, es decir R(f).
Realizando los reemplazos correspondientes

R=q¢—Xp=0.
Observemos que

q(f +1tg)lt=0 = 2Re(g, Af)
p(f +tg)|i=o = 2Re(g, f).

Reemplazando en (2.12):

2Re(g, Af — A\f) =0. (2.13)
Sustituyendo g por ig, obtenemos que para todo g en X,
2(g, Af = Af)=0. (2.14)
Luego,
Af _2; z if' (2.15)

Es decir, f es un autovector de autovalor A tal como queriamos demostrar. A
continuacion describiremos como es posible obtener los demas autovalores.

Es posible obtener Ay de manera andloga a (2.11), si en esta oportunidad
buscamos el minimo restringiéndonos a todos los vectores x perpendiculares a x;.
Para dichos vectores se verifica que 272, = 0 por lo que

Nyl 4 Ayl

R(z) = 2.16
(=) Y22+ + |yn|? (2.16)
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Ay = min R(z). (2.17)

zTx1=0

Asi, continuando el procedimiento para los autovalores siguientes, puede obtenerse
el siguiente teorema que enunciaremos sin demostracion.

Teorema 2.2.3 Sea j € N con 1 < j <n. El j-ésimo autovalor estd dado por el
minimo de R(z) tal que x sea perpendicular a los primeros j — 1 autovectores.

La desventaja del teorema anterior, es que la caracterizacion de \; depende
de conocer los 7 — 1 autovectores previos. Sin embargo, es posible dar una mejor
caracterizacion de A;.

Teorema 2.2.4 (Courant-Fisher Minimaz) Si A € R™™ es simétrica, entonces

Ai(A) = dirgl(%iizj Jning R(x). (2.18)

para j =1,...,n.

Demostracion 2.2.5 Sea MTAM = D = diag()\;), y S =< x1,--- ,x; > el
subespacio generado por los autovectores xi,...,x; asociados a los autovalores
A1, -, Aj respectivamente. Para demostrar la primera de las desigualdades, ob-
servemos que

, o xTAx o xTAx x?ijj
mMAax min —— > min —— = == = \;. (2.19)
dim(S)=j 0#xzeS x*x 0£xeS T X ;T

Para demostrar la desigualdad opuesta, consideremos S un subespacio de dimen-

sion j. Este espacio tiene que intersectar el subespacio generado por < xj,--- , T, >
ya que este ultimo tiene dimension n — j + 1. Tomemos & = a5+ -+ + Qg Ty

perteneciente a dicha interseccion, entonces

2TAx 2T Az

min < —
0£zeS xlx 2Ty

<A (1<j5<n)

Luego como la desigualdad es valida para todos los subespacios de dimension 7,

xT Ax

max min

< \;. 2.20
dim(S)=j 0#zes xTx — 7 (2.20)

De 2.19 y 2.20 obtenemos la igualdad, concluyendo la demostracion del teorema.
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Para el problema generalizado, Ax = AMx, también se verifican el principio
de Minimax, si M es simétrica y definida positiva. El cociente de Rayleigh para
el problema generalizado esta dado por:

xT Ax
Mz

R(X) (2.21)

Analicemos una interpretacion fisica, relacionada a los sistemas masa-resorte
vistos con anterioridad. Supongamos un sistema sin amortiguamiento, con ma-
trices de masa y rigidez simétricas, vibrando armoénicamente a su j frecuencia
natural w;. El movimiento es armoénico en el tiempo por lo que escribiremos el
desplazamiento como u = z;e"™* donde z; es el j-ésimo autovector. Como el
sistema es conservativo, en un ciclo no entra ni sale energia del mismo, por lo
tanto el maximo de energia potencial y el maximo de energia cinética son iguales,

donde:

1
Energia potencial maxima = §umaxK Umnaz = éx]TK Z;
1 (2.22)
Energia cinética maxima = §umawM Unas = §w12xJTM xj,
y como ambas expresiones son iguales, resulta
T

xi Kx;

2 it
w; =\j = . 2.23
J J (’E?Mx] ( )

Es decir, que para la situacion descrita previamente, el coeficiente de Rayleigh
representa la razon entre la energia cinética y potencial maximas. Esta idea puede
extenderse a sistemas conservativos continuos simétricos.

Teorema 2.2.6 (Autovalores interlazados) Si A € R"™ " es simétrica y A, =
A(l:r,1:7), entonces:

)\7"+1(A7”+1) S )\T‘(AT‘) S )\T’(A'I‘+1) <

<A AT <A AT < M (A
— 2( 1) — 1( ) 1( ) (221)
parar=1,...,n—1.

Para una demostracién del mismo ver [27]. Veamos un ejemplo. Consideramos la
matriz

2 -1 0
A=|-1 2 -1 (2.25)
0 —1 2

Si eliminamos la ultima fila y la ultima columna, obtenemos la matriz:

A, = {_i _;] (2.26)
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Los autovalores de A son: A\;(A) =2 — /2, Aa(A) = 2, A\3(A) = 2+ /2, mientras
que para la matriz Ay, se obtiene A\;(Ay) = 1y Ay(A2) = 3. Observamos que
efectivamente Aj(A) < Aj(As) < Ao (A).

Desde un punto de vista fisico, esto significa que si en un sistema masa re-
sorte se sostiene una de las masas en equilibrio, la menor frecuencia de vibracion se
incrementa, pero no por encima de A, mientras que la mayor frecuencia decrece,
pero no por debajo de A,

2.2.1. Meétodo Rayleigh-Ritz

En base a los resultados de la seccién anterior, podemos estimar el menor

autovalor de un sistema, eligiendo un vector de prueba u apropiado, y reemplazar-
lo en el coeficiente de Rayleigh. La cualidad de dicha estimacién depende de wu,
pero si la eleccién es razonable, los resultados son aceptables [12]. Si el vector
u contiene uno o mas parametros, ademds podriamos derivar R(u) respecto de
ese/esos parametros para buscar el minimo de R(u) mejorando todavia mas la
aproximacion.
Consideremos un sistema masa-resorte, con n grados de libertad donde n es
“orande”. Si queremos estimar los primeros m autovalores, tales que m << n,
podemos expresar el desplazamiento del sistema como una superposicién de m
vectores de prueba z; linealmente independientes, es decir:

m
u = E Cjzj = ZC, (227)

=1
donde ¢; son coordenadas generalizadas a determinar, ¢ = [c1,¢a,...,cn]" ¥y
Z =[z1,29,...,2n). Mientras u sea més cercano al verdadero modo de vibracién,

los resultados seran mejores. Observar que estamos aproximando al sistema de n
grados de libertad por uno de m; a mayores valores de m mejor sera la aproxi-
macién. Ademds (2.27) equivale a imponerle al sistema original las restricciones
Cmil = Cmao = ... = ¢, = 0. Estas restricciones aumentan la rigidez del sis-
tema, por lo que los m autovalores que se obtengan mediante este método van a
sobrestimar a los verdaderos primeros m autovalores. Si reemplazamos u, en el
coeficiente de Rayleigh obtenemos:
TZTKZe  TKe

R(u) = g = TR (2.28)

donde K = ZTKZ v M = ZTM Z.

Derivando respecto a c; e igualando a cero:

OR(u)
80]‘

=0, (j=1,2,...,m) (2.29)
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y tomando en cuenta (2.28),

0 . 0

a—cj(cTKc) - R(u)a—cj(cTMc) =0, (j=1,2,...,m), (2.30)
de donde resulta ) )
Ke— R(u)Mec=0 (2.31)
luego R X
Ke= R(u)Mec (2.32)

que llamando A = w? = R(u) es un problema de autovalores generalizado de
orden m que puede resolverse por alguno de los métodos vistos previamente.

2.3. Conclusion

En este capitulo se introdujo el problema de autovalores estandar, y el prob-
lema generalizado. Observamos cémo un operador lineal en un espacio normado
de dimensién finita X # {0} posee al menos un autovalor, y a lo sumo n au-
tovalores distintos todos reales asi como su relacion con algunos problemas de
vibraciones mecanicas donde el conocimiento de los autovalores, es esencial para
conocer el comportamiento en el tiempo del sistema. Para los problemas de vi-
braciones el valor positivo de la raiz cuadrada de cada autovalor se corresponde
con una frecuencia natural de vibracién del sistema y como se mencioné en el
primer capitulo, en las aplicaciones es de especial interés la frecuencia natural
mas baja. En ese aspecto, vimos como esas frecuencias pueden ser calculadas en
forma exacta, resolviendo analiticamente el problema de autovalores generaliza-
do, o planteando un problema de minimizacion equivalente empleando el cociente
de Rayleigh. Ademas, enunciamos el teorema espectral, que utilizaremos proxi-
mamente, y observamos como se puede caracterizar el espectro con el principio
Minimax. Finalmente, cuando A es una matriz autoadjunta, analizamos como es
posible estimar numéricamente los autovalores mediante el método de Rayleigh-
Ritz.



Capitulo 3

Espacios de Sobolev

En este capitulo introduciremos definiciones y resultados clasicos de los
espacios de Sobolev (siguiendo [9] [8] [19]). Demostraremos el teorema de Lax-
Milgram que utilizaremos en los capitulos posteriores para demostrar existencia
y unicidad de la solucién de los problemas abordados. Ademas, definiremos el
espectro de un operador, los operadores compactos, demostraremos el criterio
de compacidad de Rellich, y caracterizaremos el espectro de un operador com-
pacto. Estos resultados serdan empleados en capitulos posteriores para definir y
caracterizar el espectro del operador solucion al problema fluido-sélido de este
trabajo.

3.1. Definiciones

Sea € un conjunto abierto de R" y asumimos f € L; (2),1 < i < n.

loc
Decimos que g; € Li,.(Q) es la derivada parcial débil de f con respecto a x; en {2
si:

vy
[ =— / 9i7-
o Oz Q
para todo v € C(Q).

Notacién: La derivada parcial débil, respecto a x;, si existe, estd definida de
manera unica en casi todo punto. Escribimos

of
&’Bi N

Gi,

27



28 CAPITULO 3. ESPACIOS DE SOBOLEV

of of
Df = .
/ (axi’ ’axn)
Siempre que g; exista para (i =1,...,n).

Definicién 3.1.1 Sea 1 < p < .

1. La funcion f pertenece al espacio de Sobolev
whr(Q),

si f € LP(Q) y las derivadas parciales débiles % existen y pertenecen a

7(Q),i=1,...,n.

2. La funcion [ pertenece a VVIIOZ’(Q) si f € WY(V) para cada abierto V CC
Q.

St en f € W'(Q), definimos:

1 woey = ( / 1P+ |DfPda)t

paral <p<oo,y
[[£llwoe@) = esssup(|f] + [Df).

Definicién 3.1.2 Decimos que:

fe = f € WP(Q)

St

e = fllwro@) =0
Y que

fr = f € W2 ()
St

[ fe = fllwrr@ — 0
para cada V CC ()

Los siguientes teoremas se enunciaran sin demostracion, para las mismas puede
consultarse el capitulo 4 de [8].
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Teorema 3.1.1 (Aprozimaciones mediante funciones suaves)

1.

Notacion:

Si e >0, escribimos Q. = {x € Q| dist(zx,00) > ¢€)}.

2. Definimos la siguiente funcion C*°, pu: R" — R.

3.

_ cexp(lx‘%l) st x| <1
“(‘r)_{o si|z| > 1,

[ ez =1,

y la constante c, tal que:

A continuacion definimos

pe(e) = (D) (> 0,2 € RY)

Si f € Li,.(Q), definimos:

loc

Jo=pex [
es decir,

fe= /Que(x —y)fy)dy (v € Q).

Podemos aprozimar sistemdticamente funciones de Sobolev, mediante fun-

ctones C°.

1.

2.

Para cada € > 0, f© € C>(£).

Si f € C(Q), entonces f¢ — [ de manera uniforme en subconjuntos com-
pactos de 2.

Si f e L () para algin 1 < p < oo, entonces f¢— f en LT (Q)

loc loc

Ademdas, f(x) — f(x) si x es un punto de Lebesque de f. En particular,
fe— f L™ en casi todo punto.

Si fe LV () para algin 1 < p < 0o, entonces g—ij = e 2L

loc ox;

En particular, si f € VVllof(Q) para algun 1 < p < oo, entonces f¢ —
fen LV (Q)

loc
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Teorema 3.1.2 (Aproximaciones locales mediante funciones suaves)

Sea f € WIP(Q) para algin 1 < p < oco. Entonces existe una sucesion

{fe}, CcWEP(Q) N C>®(Q) tal que fr — f € WHP(Q)

El préximo paso es aproximar la funcién de Sobolev mediante funciones
suaves hasta la frontera. Para eso primero hay que definir algunas condiciones
respecto la frontera. Decimos que 0f) es Lipschitz si para cada punto x € 0f2
existe r > 0 y una funcién Lipschitz v: R™ — R tal que rotando y renombrando
los ejes si fuese necesario tenemos

QNQ(z,r) ={y € R" : v(y1,. -, Yn-1) < Yn} N Q(x,7)

donde
Q) =y R fy— | <7, i=1,....n}.

Es decir que, cerca de x, d€) es la grafica de una funcién de Lipschitz.

Teorema 3.1.3 (Aprozimacion global mediante funciones suaves) Asumimos que
Q es acotado, 02 Lipschitz. Entonces sif € WP(Q) para algin 1 < p < oo existe
una sucesion { fr}32, C WHP(Q) N C>=(Q) tal que fr, — f € WHP(Q)

Proposicién 3.1.1 (Desigualdad de Poincaré)

Sea D un dominio acotado en R", y sea C3°el espacio de funciones reales
f infinitamente diferenciables con soporte contenido en un subconjunto compacto
de D. En este espacio introducimos los siguientes productos:

(f7g)0 = /ngdx7

(fag)lz/Dijgjdxa
donde f; = 0f/0x;,j =1,...,n.

Para todo f € C§(D) se verifica ||f|lo < d||f||1 donde d es el didmetro de
D.

Demostracion 3.1.4 Como f es igual a cero en la frontera de D en cualquier
punto x en D,

flz) = /j Jiday
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donde xbes un punto de la frontera de D, con las mismas coordenadas x
x. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Tpque

.....

Pla)<d [ 1P,

Luego integrado sobre D, obtenemos || fllo < d|| f]|1-

Teorema 3.1.5 (Lax-Milgram)

Sea V' un espacio de Hilbert real, y a(.,.) : V x V — R una forma bilineal,
continua y coercitiva sobre V. Es decir, existen constantes o, M > 0 tal que

|au, v)| < M[ullllo]] Yu,v eV

allul]* < a(u,u) YueV.

Y sea f 'V — R un funcional lineal acotado en V. Entonces existe un
unico elemento v’ € V tal que

a(u',v) = f(v) Vv € V.

Si ademds la forma af(.,.) es simétrica, entonces u' estd caracterizado por ser la
unica solucion de

a(u’,u’) = 2f (') = min{a(v,v) = 2f(v)}

Demostracién 3.1.6 Sea A el operador de L(V) asociado a la forma bilineal
a(.,.), f € V*dado y us el dnico elemento de V asociado a f por el teorema de
representacion de Riesz:

A') = uy

Veamos que R(A) = {Au; u € V} es cerrado y denso en V. Si v € (R(A))*
entonces ((Av,v)) = 0 con lo que al|v||* < ((Av,v)) = 0 y entonces v = 0,
(R(A))* = {0} y R(A) es denso en V. Para demostrar que es cerrado, tomemos
v, = Au, una sucesion en R(A) tal que v, — v en V. Pero al||u, — uy,| <
| Awy, — At || = ||vn — vl y por lo tanto la sucesion {u,}es de Cauchy, entonces
existe u € V tal que u,, — u. Como A € L(V), v, = Au,, — Au, es decir v = Au,
yv € R(A). Cuando a(.,.) es simétrica, consideramos un nuevo producto escalar
sobre V, que denotaremos ((.,.))a definido por

((u,v))q = a(u,v) Yo € V
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FEste producto, a su vez induce una norma sobre V, que denotaremos ||.||s, la cual
es equivalente a ||.|| y por lo tanto V' también es un espacio de Hilbert con dicha
norma, y f pertenece al dual topologico de V' cuando se considera a V' con la
norma ||.||o. De esta manera, por el teorema de Riesz, existe un unico elemento
uy €V tal que

F(v) = (W), Vo € V.

Resolver a(u',v) = f(v) Vv € V es equivalente a resolver
(', 0))a = (U}, v)a Vv EV

En consecuencia la solucion u' estd caracterizada por ser u' = u} es decir por
resolver:

min [lo —uflly = min oflg = 2((uf, v))a + 04ll2) = luflls +min{a(v, v) = 2f(v)}.

En la seccion siguiente se enunciaran los resultados referidos a la compacidad
de un operador.

3.2. Operadores compactos

Definicién 3.2.1 (Operador compacto) Un operador lineal K : X — Y se dice
compacto si para cada sucesion acotada {uy},., C X la sucesion {Kuy},, es
precompacta en Y ; es decir existe una subsucesion {ukj};il tal que {Kukj }j=1
converge en 'Y .

Proposicién 3.2.1 Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (,). Si un
operador lineal K : H — H es compacto y ur, — u, entonces Ku, — Ku.

Proposicién 3.2.2 (Adjunto de un operador compacto) Si K : H — H es com-
pacto, K* : H — H también lo es.

Demostracién 3.2.1

Teorema 3.2.2 (Alternativa de Fredholm)

Sea K : H — H un operador lineal compacto. Entonces:

1. N(I — K) tiene dimension finita.
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2. R(I — K) es cerrado.

3. R(I—K)=N(I—K*")*.

4. NU—K)={0} < R(I-K)=H.
5. dimN(I — K) = dimN (I — K*).

Para la demostracién de este teorema se puede consultar [9]

Espectro de un operador

Sea X # {0} un espacio complejo normado y T : D(T) — X un operador
lineal con dominio D(7T') C X. Dado T obtendremos el operador asociado:

Tn=T — A, (3.1)

donde A es un ntimero complejo e I es el operador identidad en D(T). Si T, tiene
inverso, lo denominaremos R (7'):

RA(T) =T ' = (T =\, 1) (3.2)

y se llama operador resolvente de T'.
Definicién 3.2.2 (Valor regular, conjunto resolvente, espectro) Sea X # {0} un
espacio complejo normado, y T : D(T) — X un operador lineal con dominio
D(T) C X. Diremos que X es un valor regular de T' si es un nimero complejo tal
que:

1. R, emiste.

2. Ry es acotado.

3. Ry estd definido en un conjunto que es denso en X.
El conjunto resolvente p(T") de T es el conjunto de todos los valores regulares A
de T'. Su complemento en el plano complejo o(T) = C— p(T') se llama es espectro

de T, y A € o(T) se llama valor espectral de T'. Ademas, el espectro o(7T') esta
particionado en tres conjuntos disjuntos:

1. El espectro puntual, o discreto o,(7") es el conjunto tal que Ry(T") no existe.
A € 0,(T) se llama autovalor de 7.
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2. El espectro continuo o.(T") es el conjunto tal que Ry existe y cumple la

tercer condiciéon enunciada previamente, pero no es acotado, es decir no
cumple la segunda condicién.

. El espectro residual o,.(T') es el conjunto tal que R, existe, pero no cumple

la tercera condicién (el domino de Ry no es denso en X). Observar que el
espectro de un operador lineal en un espacio de dimensién finita, consiste
solamente del espectro puntual, ya que tanto el espectro continuo como el
residual son vacios.

Teorema 3.2.3 (Espectro de un operador compacto)

Sea dim(H) =00 y K : H— H es compacto, entonces:

1. 0 e 0(K)

o(K) = {0} = 0, (K) — {0}

3. o(K) — {0} es finito, o bien es una sucesion tendiendo a cero.

Demostracién 3.2.4 1. Supongamos 0 ¢ o(K). Entonces K : H — H es

biyectivo, y el operador I = K o K~ es compacto por ser la composicion de
un operador lineal acotado compacto. Pero esto es absurdo ya que dim(H) =
00.

. Supongamos que n ¢ o(K), n # 0 entonces si N(K —nl) = {0} por el

T.A.Fredholm R(K —nl) = H pero entonces n € p(K) abs!.

. Supongamos que {ng}r—, es una sucesion de elementos distintos de o(K) —

{0} y que nx — n. Veamos que n = 0.

Como my, € 0,(K) existe wy, # 0 tal que Kwy, = nywy. Sea Hy, el subespacio

generado por {wy, ..., wy}. Entonces Hy C Hyyq para cada k = 1,2,... ya que
{wi}re, son linealmente independientes.

Ademas (K —ngl)Hy C Hyy1(k=2,...). Para cada k = 1,... tomamos un

elemento uy € Hix conu, € Hi- | y |lugl| =1. Sik>1, H_, & H C H,_, & Hy

Nk m

> 1

‘ Kuk Kul g —

H (Kuy — mug) _ (Ku — muy)
Mk U

Como Kuy — npug, Ku; — mug € Hy_q si . — n # 0 K no seria compacto.

Definicién 3.2.3 (Espectro de un operador lineal acotado autoadjunto)
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Sea S : H— H acotado, autoadjunto ym, M tales que: m = in f,eg(Su, u),
M = supuen(Su,u). Se verifican:

1. o(S) C [m, M]

2. m,M € o(S)

Inmersiones compactas

A continuacién enunciaremos algunas definiciones y teoremas que seran
necesarios para demostrar uno de los resultados mas importantes de esta seccion,
el teorema de Rellich-Kondrachov. Comenzando por la transformada de Fourier.

Definicién 3.2.4 (Transformada de Fourier) Sea f € L'(R™) su transformada
de Fourier f es la funcion acotada en R™ definida por

i) = / 2 f (1) do. (3.3)

Definicién 3.2.5 Sik es un entero no negativo, diremos que el espacio de Sobolev
H* = H*(R™) de orden k, es el conjunto de todas las f € L*(R™) cuyas derivadas
(en el sentido de las distribuciones) 0“f pertenecen a L*(R™) para |a| < k:

HY = {f e L*:0°f € L?para|a| < k}. (3.4)

Se puede caracterizar H* en términos de la transformada de Fourier, de la sigu-
iente manera.

Teorema 3.2.5 f € H* siy solo si (1+ |£[2)2f € L2, y las normas

1
2 1

Fo | S| f—>U FOPA+IEDE]”  35)

la| <k

son equivalentes.

Para la demostraciéon del mismo ver [11]. En base a los resultados anteriores se
puede generalizar H* reemplazando & por un nimero real cualquiera s.
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Definicién 3.2.6 Diremos que H® es un espacio de Sobolev de orden s,

H* = H*(R™) = {f e S'(R™) : f es una funcz'én Yy

3.6
I£112 = JIF@P(+ [g*)odg < oo o0

donde S’ es el espacio de distribuciones temperadas. La norma ||.||s asi definida
se llamard norma de Sobolev de orden s.

Lema 3.2.6 Para todo £,n € R" y todo s € R,

(1+mv) <211 g —uP)

Demostracién 3.2.7 Como [£] < |E—n|+]|n|, se tiene que |{* < 2(|E—n*+|n|?),
luego 1+ [€]> < 2(1+ € —n*)(1 + |n]?). Sis >0 se elevan ambos miembros a la
potencia s, mientras que si s < 0, aplicamos el resultado anterior intercambiando
€ ymn, ys reemplazada por |s| = —s.

Definicién 3.2.7 Sea Q2 un conjunto abierto en R", Llamaremos H(Y) a la
clausura de de C° en H®

Teorema 3.2.8 (Compacidad Rellich) Sea 2 acotado, y s > t, la inclusion
H{(Q) — HE(Q) es compacta. De hecho, toda sucesion acotada en HEF(SY) tiene
una subsucesion que converge en H' para cada t < s.

Demostracién 3.2.9 Seguiremos la demostracion de [11] Supongamos { fr} una
sucesion en HE(Q) con ||fr]] < C < oo. Elegimos ¢ € C(R™) con ¢ = 1 en
Q. Entonces fr, = ¢fx, v fk = gg* fk. Ademds como gg eSSy fk es una funcion
temperada, gfg*fk € C™. Por el lema anterior y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

(L+E)E|fu(e)] < 27 /Ifbf MIA+HE=n?) 7 | fu(m) |+ ey < 27 (|6l il
(3.7)

Andlogamente, st j =1,...,n,

(1+ 162310, fu(©)] < 2% ||2miz; ] ol| fil . (3.8)

Como ||fxlls < C, las funciones fi, y sus derivadas primeras son uniformemente
acotadas en conjuntos compactos, luego por el teorema de Arzeld-Ascoli hay una



3.2. OPERADORES COMPACTOS 37

subsucesion {fx,} que converge uniformemente en un conjunto compacto. Afir-
maremos que { fr} converge en H' para t < s. Sea R > 0,

Hm—mW=Amﬂﬂwﬂﬁ—ﬁﬁ&%

+/ (L4 ER) (14 (€)1 for — fo[P(€)de
€|>R

/ (14 [¢P)de
|€|I<R

—HHRWS/ (L4 1€ for — fo P(€)de

I€I>R

< [sup | fro — i, [2()

l§I<R

< [sup | o — fi,[2(©)

I€I<R

LG§+MW%+u+mrwm—mm
) (3.9)

Dado € >0, comot —s <0y ||fr, = fx,||s < 2C, podemos elegir R lo suficiente-
mente grande para que el seqgundo término en la ultima expresion sea menor que %e
para todo i, j. Pero entonces, para i, suficientemente grandes, el primer término
también sera menor que %e. Luego {fy,} es de Cauchy en H' como queriamos
demostrar.

Caracterizacién de espectros para problemas variacionales

Teorema 3.2.10 (Hilbert-Schmidt)

Supongamos que H es un espacio de Hilbert real separable que no es de
dimension finita, y sea T € L(H) un operador compacto y auto-adjunto. Sea
{un}, >, la coleccion (vacta, finita, o numerable) de todos los autovalores distintos
de T, excepto eventualmente el cero. Denotemos pg = 0 y H, = N(T — pl) para
n >0, con el convenio de que si la coleccion {u,},~, es vacia o finita con m > 0
elementos, entonces H,, = {0} para todo n > m + 1. Entonces se tiene:

1. El espacio H es suma de Hilbert de la sucesion {Hp}n>o.

2. El espacio H posee una base de Hilbert formada por autovectores de T
Demostracién 3.2.11 Observar que 0 < dimHy < oo y que como N(T —p,I) =
N(I — uinT) para todo n > 1 se tiene dimH,, < co.

Veamos que los Hy,s son ortogonales entre si. Sea v € H,, con m,n > 0
ym # n, entonces Tx, = pnTn Yy TTw = mTm con lo cual p,(Tn, Ty) =
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(TTp, ) = (Tn, Tm) = (T, Try) entonces (T, Ty) =0 y los Hy, son ortogo-
nales.

Sea F' el espacio generado por |J,~q Hy, veamos que F es denso en H. Para
esto hacer falta ver que F+ = {0}. T(H,) C H, ¥Yn € N > 0 porlo que T(F) C F,
y esto implica que T(FL) C FL, ya que si x € Ftey € F, entonces (Tx,y) =
(x,Ty) = 0. Asi pues, el operador Ty = T|p. estd bien definido como operador
de L(F*1), es autoadjunto. y compacto. Ademds, F* es cerrado en H, y por tanto
es un subespacio de Hilbert de H.

Finalmente, o(Ty) = {0} ya que sip € o(Ty)—{0} = VP(Ty)—{0} entonces
existe v € F+, conx # 0, tal que Tox = px luego p es un autovalor deT yx € F.
Es decir, si p € o(Ty) — {0} entonces existe x € F-NF con x # 0 abs!.

Como Ty, es autoadjunto y o(Ty) C {0} entonces o(1y) = {0} y To = 0 por
lo que F- ¢ N(T) C F y F+ = {0}. Esto demuestra (1), mientras que (2) se
obtiene tomando una base de Hilbert en cada H,, siendo la union de todas estas
bases una base de Hilbert de H.

Teorema 3.2.12 (Teorema caracterizacion del espectro)

Sean V' y H dos espacios de Hilbert reales, cuyas normas denotamos respectiva-
mente por ||.|| v |.| Denotemos por ((.,.)) al producto escalar en V y por (.,.) al
producto escalar en H. Supongamos que V', y H son separables, que V- C H con
myeccion compacta, y que V es denso en H. Sea a : V x V — R una forma bili-
neal continua, y simétrica coercitiva. Entonces existe una sucesion no decreciente
de niumeros reales positivos:

D<A < <.\ <.,

con A\, — 400 sin — 00, y existe una base de Hilbert {e,}n>1 de H formada por
elementos de V', tal que:

alen,v) = Ay(en,v) Vo e VVRn e N> 1

€n

Ademas el conjunto {W} constituye una base de Hilbert de V' si sobre este
n ) n>1

espacio se considera el producto escalar inducido por la forma bilineal a(u,v).

Demostracion 3.2.13 Como la inyeccion de V' en H es compacta, en particular
es continua, es decir existe una constate ¢ > 0 tal que:

lv| < ¢||v]|, Vv e V.

Por el Teorema de Lax-Milgram, para cada f € H existe un tunico elemento
up €V tal que:
a(ug,v) = (f,v), YveV.
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Sea T : H— H definida por T(f) = uy un operador lineal. Tenemos que

alug,up) = (fur) <[ fllugl.

Como a es coercitiva 3 o > 0 tal que a(v,v) > aljv|?

toda v € V. Tomando v = uy obtenemos:

y como |v| < c||v|| para

IT(F) = gl < 171 Vf € H.

Por lo tanto S : H — 'V definida por S(f) = uy pertenece a L(H,V'). Como la
wmyeccion de V. en H es compacta, y T es la composicion de S con la inyeccion
deV en H, T € L(H) es compacto.

Veamos que T es auto-adjunto. Como a(u,v) es simétrica, para todo f,g €
H, se verifica:

(Tf,9) = (9,Tf) = alug,,uy) = a(ug,ug) = (f,Tg)
Ademas T es inyectivo. En efecto, si T f = 0 entonces
(f,v) = a(Tf,0) = a(0,v) =0, VoeV

Pero como V' es denso en H, entonces f = 0. Los autovalores de T' son positivos,
y pertenecen a V ya que si p € VP(T) y f € H— {0} es tal que Tf = pf,
entonces ju # 0, por lo tanto f € V — {0} y

wlf, f) = (f.Tf)=aTf.Tf)=alf|*
ol 7|2

Y > T 0. Como T es un operador compacto, auto-adjunto, el conjunto de

los autovalores {um }m>1 forma una sucesion de nimeros positivos estrictamente
decreciente a cero, y los autovalores forman una base ortogonal numerable de H.
Ademds si f € N(T — p,I) entonces f € V y

ma(f,v) = a(Tf,0) = (f,v) Yo € V.

Sea {un}n>1 una nueva sucesion construida a partir de {tum}m>1 contando
cada i, tantas veces como indique su multiplicidad (la dimension de N(T — i, 1))
definimos A\, = #Ln y tomamos una base de Hilbert de cada uno de los espacios
N(T — p,I). De esta forma obtenemos la sucesion no decreciente de nimeros
reales positivos {\,}n>1 tal que N, — 400 si n — oo, y la base de Hilbert de

H7 {en}nzl .

Falta comprobar que {j—%} constituye una base de Hilbert de V' si sobre

n>1
este espacio se considera el producto escalar inducido por la forma bilineal a(u,v).
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Veamos que esto es cierto:

Como la forma bilineal a(u,v)es continua simétrica y coercitiva, el producto
((u,v))a = a(u,v) Yu,v € V, define un producto escalar en V que induce una
norma equivalente a la norma ||.|| de V. Ademds, como

((ensem))a = a(en, em) = An(€n; €m),

obtenemos que {\/e_;*}nzl constituye un sistema orto-normal de (V,((.,.))a)-

Veamos que si f € V' es tal que ((f,e,))e = 0 para todo n > 1, entonces f = 0,
(con lo cual {e,}n>1 genera un subespacio denso de V). Sea pues f € V tal que
((f.en))a = 0 para todo n > 1. Entonces,

An(ens [) = alen, f) = ((en, f))a = 0¥n e N 2 1,

luego como A\, # 0 y {en}n>1 €s base de Hilbert de H, f = 0.

De esta forma, concluimos los principales resultados tedricos que seran nece-
sarios en las secciones siguientes.



Capitulo 4

Vibraciones de sistemas con
infinitos grados de libertad

4.1. Descripcion

A continuacién resolveremos la ecuacién de ondas, primero aplicada a al-
gunos casos particulares de vibraciones de cuerdas y membranas, los cuales re-
solveremos por separacion de variables obteniendo un problema de autovalores.
Posteriormente, formularemos el problema de autovalores del laplaciano analizan-
do existencia y unicidad para luego caracterizar su espectro.

4.2. Sistemas con infinitos grados de libertad

Vibracion amortiguada de una cuerda de longitud finita

Consideremos el caso de una cuerda de longitud L con sus extremos fijos
ubicada en el intervalo 2 = (0, L), amortiguamiento proporcional a la velocidad,
y posicién y velocidad inicial tal como se indica en el sistema.

;92 2
p%+r%—k% = 0, V (x,t) € Q x (0, +00),
u(0,t) = 0, vVt e (0,400),
W(L,t) = 0, V1 e (0, +00), (4.1)
u(z,0) = g(z), Ve,
\ u(z,0) = h(z), Vaoe,

41
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donde p es la densidad de la cuerda, r el amortiguamiento y k el coeficiente de
elasticidad que consideraremos constantes. Utilizaremos subindices ¢t y x para
indicar derivadas parciales con respecto a t y a x respectivamente. Dividiendo la
primer ecuacion por p y reordenando:

Suponiendo soluciones del tipo u(z,t) = Z(t)W (x) y separando variables,

2"+ 57 _ LW _
Z oW '
De donde resulta:
W’ + W =0,

7" + gZU}—)\Z =0.
Observemos que si A < 0 la tnica solucién es W(z) = 0 que no contribuye a
la solucién. Entonces supondremos A > 0 y la primer ecuacién tiene solucion
W(z) = Asen(w / %x) + B cos ( %x) Teniendo en cuenta que la cuerda se

encuentra fija en sus extremos, las condiciones de borde homogéneas u(0,t) = 0
y u(L,t) = 0, se trasladan a W y tenemos que W (0) = W(L) = 0. Evaluando la
solucién propuesta en los extremos, se obtiene:

W(0) =B =0,
W(L) = Asen<\ /%L) =0 = 2L, = n.
Luego:
Anp (T2
5= (1) \
A = — (—) = w?.
p\L

Vemos que en este caso, tal como anticipamos en el capitulo anterior, existen
numerables autovalores \,, y las soluciones W,, estan dadas por:

W, (x) = Ansen<%x> n=123,...

L
Elegimos A,, de manera que / W?2dx = 1. Entonces,
0

L L 2 L /2
2 e 2 —nﬂ-x = 2— = g —
/0 Wndx—An/o (sen 7 ) dx An2 1 = A, T (4.3)
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Reemplazando en W,,:

2
W, =/ 7sen ("Lﬂ> n=123,... (4.4)

Podemos graficar algunas W,, para distintos valores de n:

s ) N
X;J//

Propondremos como solucién u(z,t) = > 07 Z,(t)W,(x) que reemplazando en
el sistema original:

> (pZ] +rZ)W, — kY W) Z, = 0.
n=1 n=1
Como —W) = A\, 2 X,
> (pZ) + 2, + MpZn)W, = 0.
n=1

Entonces, pZ/ +rZ! + \opZ, =0 Vn € N.
Aplicando las condiciones iniciales:

u(x,0) =Y Z,(0)W,(z) = g(x).

Entonces, multiplicando por W,,, integrando en la longitud de la cuerda, y uti-

L
lizando que / W, W, = 0pm Obtenemos:
0

Z,(0) = /0 ()W, (2)dz: = g

Anéalogamente,

u(x,0) = Z ZI(0)W,(z) = h(z) = Z,(0) = /0 h(x)W,(x)dz = h,. (4.5)
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Luego para resolver la componente temporal, debemos resolver el sistema:

pZy +1Z) + NupZyp =0,
Z!(0) = hy,.

Suponiendo soluciones del tipo Z,(t) = e, se obtiene: pu®+ru+\,p = 0. Luego:

un:—ri\/r2—4(p)2)\n:—_ri r 2 A,
2p 2p 2p 2p

Como w? es creciente tenemos que

L<|wn|, Vn e N = r<2+/p %

Observemos que Re(f,) — 0 cuando r — 0. De esta manera, Z,, estd dada por:

2 2
Z,(t) = e 2" |C, cos w2 — (2%)) t | + Dpsen w2 — (QL;O) t

(4.7)

Para determinar las constantes C,, y D,, tenemos que introducir las condiciones
iniciales. En ¢ = 0 tenemos Z,,(0) = C,, = g,. Derivando y evaluando en 0 tenemos

r

2
2p) hn7

Z(0) = ;—;CnJan Ao — (

Finalmente, la solucion del sistema es:

= Wa(x)Za(1), (4.8)

donde
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Método de elementos finitos para la cuerda vibrante amortiguada

En el apartado anterior, resolvimos el problema de la cuerda vibrante fini-
ta amortiguada analiticamente. A continuacién desarrollaremos el mismo prob-
lema, esta vez mediante el método de elementos finitos, lo cual nos permitira
relacionar los problemas continuos con los problemas discretos estudiados en el
primer capitulo y haciendo uso de los conceptos del capitulo 3 introducir la formu-
lacién débil de un problema con valor en la frontera, que utilizaremos en capitulos
siguientes. Nuevamente consideraremos el problema (4.1) que repetiremos a con-
tinuacion para mayor claridad.

Puy + Ty — Kty = 0, V (x,t) € Q x (0, 4+00),
u(0,t) = 0, Vte (0,400),
u(L,t) = 0, Vte (0,4+00), (4.9)
u(z,0) = g(x), Vaoel,
u(z,0) = h(z), Vaoe,

Multiplicando la primer ecuacién por v(z) € V una funcién independiente de t
donde V = {v € C*(Q) : v(0) = v(L) = 0}. Integrando por partes el tltimo
término, obtenemos la formulacién débil:

L dv
/ (puttv + rugv + kux%) =0 Yv e V. (4.10)
0

Ahora, aplicamos el método de Garlekin, aproximando u(z,t) por

n—1

Unle,t) = 3 ui(t)ou(x), (4.11)

i=1

donde ¢1, @9, - - -, ¢,—1 son las funciones lineales, de la base estandar de elementos
finitos. Como (4.10) vale para todo v € V' en particular debe valer para cada ¢;,
de donde resulta
L 2
o°U, ou, oU,, do;
—— Qi+ r—¢; + k—— =0, 4.12
/0(p3t2¢+ré)t¢+ &'de) (4.12)
parai=1,....n—1y t > 0. Reemplazando U,, tenemos
d2u X du = L d¢; de;
J/ p(qubz—l-z J/ ¢]¢Z+Zk / —2o=0, (413)
o dzr dx
parai=1,...,n—1yt > 0. Definiendo las matrices de masa M, amortiguamiento

C, y rigidez K como

r k .49 do;
M;; —/0 pPP;bi, Cz’j—/o ro;;, Kij—/o T dp
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y u(t)
U1<t)
o= |

un—'l (t)

podemos escribir (4.13) matricialmente como
MU"+CU +KU=0 t>O0. (4.14)

En clara analogia al sistema masa resorte del primer capitulo. Para resolver el
sistema de ecuaciones ordinarias, son necesarias las condiciones iniciales. Recorde-
mos que

u(z,0) = g(z) en Q,
ut(z,0) = h(x) en 0N2.

Podemos aproximar g(z) y h(z) por

n—1 n—1

g(@) =Y gl@)gi(x) ¥ halz) =) A(x)di(x). (4.15)

1=1 i=1

Pedimos que

ui(0) = g(:), (4.16)

Yy que
dui
dt

Obteniendo las condiciones iniciales

(0) = h(z;), (4.17)

U(0) = yo = L U(0) =2 = , : (4.18)
g<xn71) h(l'n,l)
Para finalmente obtener el sistema discreto, dado por

MU"+CU +KU =0 t>0,
U(0) = o, (4.19)
U/(O) = 20-

Conocidas g(z) y h(x) este sistema puede resolverse empleando los métodos de-
sarrollados en el primer capitulo. En los siguientes ejemplos, incorporaremos una
variable espacial para analizar las vibraciones de membranas con forma cuadrada
y circular.
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Vibraciones de un membrana rectangular con condiciéon de Dirichlet

Una membrana es una lamina perfectamente flexible, que se encuentra
sometida a tension. Tiene una resistencia despreciable a fuerzas de corte o “bend-
ing” vy las fuerzas restauradoras dependen exclusivamente de las fuerzas en el
plano, o la tension [23].

Consideremos una membrana rectangular, con sus bordes fijos y con veloci-
dad y posicion inicial tal como indica el sistema:

uy — Au = 0, en © x (0, +00)
u(z,y,t) = 0 en 012,
u(r,y,0) = f(z,y) en Q, (4.20)
ut<x7y70> = g($,y) en .

Resolveremos el sistema nuevamente mediante el método de separacion de vari-
ables. Suponiendo soluciones u(x,y,t) = w(z,y)z(t) resulta:

uy = 2w,
Upy = Wen?, (4.21)
Uyy = Wyy 2.

Reemplazando en el sistema original se obtiene,
2w = (W2 + Wy, 2).

Luego:
2T Wag + Wyy
c2z w '

Tanto z como w son distintas de cero ya que buscamos soluciones u(x, y,t) # 0. Al
ser ambos miembros iguales pero uno solo dependiente de ¢, y el otro dependiente
de x e y se concluye que deben ser iguales a una constante, que llamaremos —\.

Asi,
/
2" W + Wy,

—_— = T = 4.22
2z w ( )
De donde resulta el sistemas
" )\ 2 — 0
27+ A2 ) (4.23)
Weg + Wyy + Aw = 0.

Observemos que como u(x,y,t) = 0 cuando (z,y) € OS2, entonces w = 0 en S
Aplicando el teorema de la divergencia tenemos que

0:/ wVw-ndF:/div(wVw)dﬁdy:/ |Vw|2dxdy+/wAwdxdy,
o0 Q Q Q
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Como Aw = —Aw, entonces

)\/|w|2dxdy:/|Vw|2dxdy,
Q Q

de donde se concluye que A > 0. Si A = 0 entonces |Vw| = 0y como en la frontera
w es nula, deberia ser w = 0 en todo 2. En consecuencia debe ser A > 0.

Nuevamente es posible separar variables en la segunda ecuaciéon suponiendo
soluciones w(z,y) = a(x)5(y).
De esta forma w,, = o"(z)B(y) v wy, = a(z)f"(y). Realizando los reemplazos
correspondientes:
"B+ af” + Xaf = 0.

Reagrupando,
al/ B//

o p
En este caso a # 0, f # 0 y ambos miembros son iguales a una constante que
llamaremos —pu
Oé// 5//

a 64 e
De donde se obtiene el sistema

o + pa =0,
B+ (A =p)B=0.

Combinando las ecuaciones vistas anteriormente debemos resolver:

2"+ Ntz =0,

o 4+ pa =0,

B+ B =0
donde v = X — p.

Procedemos a determinar los valores posibles de i de la ecuacion o’ +pa = 0
donde a(0) =0y a(a) = 0. Con un analisis de la constante u de manera andloga
a las ya realizadas obtenemos p > 0. Entonces las soluciones son de la forma

a(x) = Asen (/ux) + B cos (/ux),

y observando que a(0) = B =0y a(a) = Asen (\/fia) = 0 se obtiene
2
\ HUn@ = nm paran =1,2,... = U = (n_7r> .
a

Luego:
an(z) = Aysen (Ta:> :

a
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Para determinar los valores posibles de v de la ecuacién 5" + v = 0 donde
B(0) = 0y B(b) = 0, de manera andloga obtenemos para m = 1,2,... que

mm\ 2
(Y
Bm(y) = Cpsen <%y> )

Para m,n € N se obtiene

A = fin + U = (”%)2 + (%)2 (4.24)

Observemos que en el caso de que la membrana sea cuadrada, es decir a = b, se
producen autovalores reales dobles del Laplaciano cuando n = m. Reemplazando
Aen z(t):

Znm () = K cos \/(%)2 + (%)225 + K2sen\/(%)2 + (nl)Zt (4.25)

a

Ademas Wy, (z,y) = an(x)Bn(y), es decir,

nmy

Wym (T, y) = Anmsen(m>sen<7>.

a

La solucion al sistema original viene dada por:

u(z,y,t) = Z Z Wy (T, Y) Znim (1), (4.26)

n=0 m=1

y reemplazando tenemos

u(z,y,t) = i sen(?)sen(%) [amn cos ( Amnt) + bmnsen< /\mnt)] )

n,m=1
(4.27)
donde M\, estan dados por (4.24) y las constantes G, ¥ by, se obtienen de las
condiciones iniciales.
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Veamos las graficas de algunos modos de vibracién para una membrana cuadrada
a=b=1,conn,m=1,2,3

Vibraciéon membrana circular

A continuacion resolveremos las soluciones fundamentales de la ecuacién
de onda, en esta ocasion aplicada al problema de vibracién de una membrana
circular de radio uno, y con condicién de frontera igual a cero.

(utt = (uw + lur + %u99> , O0<r<l,
r r
u(1,0,t) =0, 0<t< oo, (4.28)
u(r,0,0) = f(r,0),
Lu(r,6,0) = g(r,0).

Se buscan soluciones de la forma u(r,0,t) = W(r,0)T(t), donde la funcién
W (r,0) describe la forma de la vibracién, y Z(t) la componente temporal de la os-
cilacién. Reemplazando en la primera ecuacion se obtiene el sistema de ecuaciones:

AW + N2W =0,
{Z” g0 (4.29)
donde AW = W,, + %WT + T%ng.

La constante de separacién de variables en este caso es negativa, —\? para que
Z(t) sea periddica.

Para resolver la primera ecuacién hay que calcular las condiciones en la frontera,
para esto se sustituye u(r,0,t) = W(r,0)Z(t) en la condicién de frontera de la
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membrana, para obtener:
u(1,0,0) =W(1,0)Z(t) =0 0<t< oo,
luego W(160) = 0 y el problema queda determinado por el sistema:

AW + X2 W =0,
W(1,0) = 0.

Las soluciones W (r, #) proporcionan los modos fundamentales de vibracién mien-
tras que los A resultardn ser las raices de ciertas funciones de Bessel, y son propor-
cionales a las frecuencias de dichas vibraciones. Suponiendo soluciones del tipo
W(r,0) = R(r)¢(0), se obtiene el sistema:

PR +rR + (Mr?—n)R=0, 0<r <1,
R(0) < oo,

R(1) =0,

¢ +n’p=0.

(4.30)

La ecuacion 7 R” + rR' + (A\?r? — n*)R = 0 es la ecuacién de Bessel y tiene dos
soluciones linealmente independientes:

Ri(r) = Adn(Ar), Ry(r) = BY,(Ar).
Luego la solucion general de esta ecuacion es:
R(r) = AJ,(Ar) + BY,(\r).

Como las funciones Y,,(Ar) no estan acotadas para r = 0, la solucién en este caso
esta dada por

R(r) = AJ,(\r). (4.31)

Sustituyendo las condiciones de borde R(1) = 0 se obtiene J,(A) = 0 luego para
que R(r) sea cero en la frontera del circulo, A debe ser una de las raices de
Jn(r) = 0 es decir:

A= kpm, (4.32)
donde k,, es la raiz m-ésima de J,(r). Asi, por ejemplo, las primeras 10 raices

para Jo(r) ( obtenidas numéricamente utilizando la librerfa SciPy) pueden obser-
varse en la siguien tabla:
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Jg (7’)
2.40482556
5.52007811
8.65372791
11.79153444
14.93091771
18.07106397

21.21163663
24.35247153
27.49347913
30.63460647

Con los autovalores iguales a dichas raices y las correspondientes autofunciones
Wim(r, 0) la solucién del problema estéd dada por:

W (r,0) = Jp(kpmr)[Asen(nf) + B cos(nd)], (4.33)

paran = 0,1,3,... y m = 0,1,3,... La forma de W,,,(r,6) es la misma para
distintos valores de las constantes A y B. Solo la altura de la vibracion y la
posicién de 6 = 0 es afectada. Veamos algunas de sus graficas.

25078%

075 |
050025 000 035 oo
015 19

e
> 293587
ot et

Cada W, (7, 6) representa un modo de vibracién fundamental de la mem-
brana circular con frecuencia:
kpmC
o

Resta resolver la ecuacion en el tiempo
7"+ kK 7 =0
de donde se obtiene:

Znm(t) = Asen(kpmct) + B cos(kpmct). (4.34)
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Para encontrar la solucién general al problema de la membrana vibrante solo
resta multiplicar Z,,,,(t) por Wy, (r,0) y sumar los productos de tal forma que
se verifiquen las condiciones iniciales. Mediante una eleccién apropiada de 6 se
puede reemplazar Asen(nf) + Bcos(nf) por cos(nf) Ademds, unificando con-
stantes obtenemos que la solucién general del problema esta dada por:

u(r,0,t) Z Z I (kpnmr) cos(nB)[Asen(kpmct) + B cos(knmct)]. (4.35)

n=0 m=1

Aplicacién de teorema de Hilbert-Schmidt al problema del Lapaciano.

A continuacion analizaremos el problema del Laplaciano, hallando el oper-
ador solucion y caracterizando su espectro.

Sea 2 un dominio acotado en R™ con una frontera suave. El problema de
contorno

(4.36)

—Au=f en(),
u=0 en Jf.

tiene solucién tnica para toda f € L?(2) por el teorema de Lax-Milgram. En
primer lugar, obtendremos la formulacién débil de (4.36). Para ello, multiplicamos
la ecuacién diferencial por una funcién test que se anula en la frontera y obtenemos
la siguiente formulacién débil de (4.36):

Dada f € L*(Q), hallar u € H}(2) tal que (4.37)
a(u,v) = b(f,v), Vv € Hg (), ’
donde las formas bilineales a y b estan definidas por
a(u,v) = / VuVu dx dy y b(f,v) = / fv dx dy.
Q Q

En virtud del Teorema de Lax-Milgram queda definida una aplicaciéon T : L?(Q) —
H}(Q), dada por u = T f, es decir, el operador T satisface

a(Tf,v) =b(f,v), Vv € H ().
Observemos que si T'g = ug con g # 0 entonces

pa(g,v) = b(g,v), Vv e HS(Q)
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Si p # 0, entonces tenemos que
a(g,v) = b(u""g,v), Vo € Hy(Q),

es decir, —Ag = p~tg con g € H}(Q). Es decir, los autovalores no nulos del
operador T son la inversa de los autovalores del Laplaciano, y las autofunciones
coinciden. Como consecuencia los autovalores del Laplaciano y del operador T
tienen caracteristicas similares. A continuacién queremos ver que este operador,
cuando lo consideramos como una aplicacién de L?(2) en L?(2) es un operador
compacto.

Tomando v = u en (4.37) obtenemos:

/|Vu|2ds:/fuds.
0 Q

Utilizando la desigualdad de Poincaré, pues u es cero en 0f, vale
[ullr20) < ClIVullr2()
donde C' depende del diametro d de €2.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz y lo anterior obtenemos:

||VU”2L2(Q) < Hf||L2(Q)HUHL2(Q) < C||f||L2(Q)HquL2(Q)>

por lo tanto
IVl 2 < C| fll 2,

[ull2) < C*[1 flz20-

La imagen de la bola unitaria en L?*(€)) sobre S consiste en las soluciones u
correspondientes a f con || f|lo < 1. Estas soluciones verifican que:

||VU||L2(Q) <C, (4.38)

[ull 2y < C. (4.39)

De acuerdo al Teorema de Rellich, un conjunto de funciones que satisfagan lo
anterior es pre-compacto en L?*(€2), por lo tanto T es un operador compacto, y
ahora estamos en condiciones de aplicar el Teorema (3.2.12) tomando H = L*(2),
V' = H; (), con el producto escalar (-, ) yi(q) ¥ a(u,v) = (u,v) gaq) Vv € Hy(Q).

Por lo tanto, el espectro del operador 7' es una sucesion decreciente {p, }n,>1 de
niumeros reales positivos siendo el cero su unico punto de acumulacién. Ademas
p = 0 no es un autovalor de 7. Luego, los autovalores del Laplaciano son {\, },,>1
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donde )\, = p,!, tal que lim )\, = +o0o. Ademés, existe una base de Hilbert
n—oo

{en}n>1 de L(2) formada por autofunciones asociadas a los autovalores \,. Por
ultimo {j—:\lf},el constituye una base de Hilbert del espacio Hj(€2) dotado del

producto escalar (-7-)H3 y en consecuencia, para toda f € L?(Q), la solucién
débil del problema de Dirichlet esta dada por:

=1
w= 3" emmen (4.40)

n=1

donde la serie converge en Hj ().

4.3. Conclusion

En este capitulo se caracterizo el espectro de algunos operadores asociados a
problemas de de vibraciones con infinitos grados de libertad, empleando la teoria
espectral desarrollada en el capitulo anterior. En los ejemplos se obtuvo que los
autovalores constituyen una sucesién numerable que tiende a infinito ya que se
trata de operadores compactos. En el siguiente capitulo trataremos el caso de un
operador no compacto.
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Capitulo 5

Vibraciones de sistemas
acoplados fluido y sdlido.

Introducciéon

El problema de las vibraciones de un sélido inmerso en un fluido ha sido
de considerable interés en los ultimos anos. Este problema es de importancia, ya
que ocurre naturalmente en el diseno y simulacién de intercambiadores de calor,
condensadores, lineas de combustible, y nicleos de reactores nucleares. [5]

Nos concentraremos en las vibraciones de un conjunto de tubos, inmersos
en un fluido dentro de una cavidad. Los tubos estan montados eldsticamente, de
tal forma que tanto el fluido como los tubos vibran. Dicho sistema se modela
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para la
region del fluido acoplado con un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
que representa la oscilaciéon de los tubos. La interaccién fluido-sélido se toma en
consideraciéon mediante el acoplamiento de ambos sistemas de ecuaciones. Depen-
diendo de las caracteristicas del fluido (perfectamente incompresible, ligeramente
compresible, viscoso, etc) y las caracteristicas de los tubos (sélidos, eldsticos) se
obtendran diferentes sistemas de ecuaciones.

Consideraremos un arreglo siguiendo el problema planteado en el capitulo
2 de [5] es decir, consideramos un fluido homogéneo contenido en una cavidad
cilindrica tridimensional con una seccién plana constante €y C R% Dentro de
la cavidad hay una estructura sélida inmersa en el fluido cuya proyeccion en €2
es también una regién constante con miltiples componentes conexas {O;}1<,.
Podemos considerar a estas regiones como un haz de K tubos cilindricos de la
misma longitud con sus bordes paralelos entre si y perpendiculares a 2.

o7
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La interaccion entre el fluido y la estructura sélida sera estudiada bajo las
siguientes hipodtesis:

1. Los extremos de los tubos estan fijos en las dos superficies opuestas de la
cavidad de manera que cada tubo puede asociarse a una barra de seccién
O; que puede moverse transversalmente pero no permite movimientos per-
pendiculares a la seccion.

2. Los tubos son suficientemente largos, de manera que nos permitan ignorar
los efectos tridimensionales y el problema pueda ser estudiado en cualquier
seccion plana perpendicular a los tubos.

3. Los tubos estan sujetos elasticamente en sus extremos y se comportan como
un oscilador armoénico con un término forzado.

Llamaremos () a la parte de {2y ocupada por el fluido:
K
0=\ JO;. (5.1)
j=1

donde Q , Qg y O; son conjuntos acotados, abiertos y conexos de R? con frontera
tipo Lipschitz.

Figura 5.1: Seccién cavidad cilindrica

Los conjuntos {O_]}fil se asumen mutuamente disjuntos y disjuntos de I'y.
Para modelar el fluido utilizaremos una formulacién en desplazamientos para
un fluido viscoso levemente compresible. El término de viscosidad produce el
amortiguamiento del movimiento produciendo un mecanismo de dispersion de la
energia. El término de la viscosidad debido a la vorticidad es usualmente muy
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pequeno y puede despreciarse, es decir, podemos suponer que el flujo es irrota-
cional. Las ecuaciones de balance de momentos y de conservacién de la masa
pueden escribirse:

{pU —div(o(U,P)) =0, en(, (5.2)

p+ div(pU) =0, enQ,
donde p es la densidad, U es el campo de desplazamientos del fluido, P es la

presién y o = —PI+ 2uV*U es la ecuacién constitutiva donde p es la viscosidad
del fluido. Observemos que utilizando las hipétesis introducidas tenemos:

. 1 . . 1 . . . .
div(V°U) = 5(AU+V(diUU)) = Q(V(divU)—rot(rotU)+V(divU)) = V(divU).
' ‘ (5.3)
Por lo tanto, div(c(U, P)) = V(2 p divU — P). Por otro lado, suponiendo que la
densidad es sometida a pequenas variaciones en torno a un valor de equilibrio pyg,
podemos escribir p = py + p con p K py y suponiendo P = P(p) se tiene

oP .
P = P(po) + 5~ (po)-p, (5.4)
p
entonces
or  ,0p
— =" —
ot ot
donde ¢* = a—(po). Entonces la conservacion de la masa se formula por medio
p
de la ecuacion _ .
P + poc*div(U) = 0. (5.5)

Ademas al fluido no se le permite salir de la cavidad, con lo cual tenemos que
Un =0 en 0N.

En primer lugar procederemos a analizar el caso donde sélo se encuentra el
fluido en la cavidad, es decir sin la estructura. Esto nos permitira introducir los
conceptos fundamentales que utilizaremos luego en problema fluido-solido donde
replicaremos, en parte, el mismo procedimiento. Comenzaremos planteando el
sistema de ecuaciones que modela el sistema bajo las hipétesis antes mencionadas.
Asumiremos soluciones de tipo exponencial, y formularemos la forma débil del
mismo, que conducird a un problema de autovalores cuadratico. Convertiremos
dicho problema, en un problema lineal equivalente, introduciendo una variable
adicional. Finalmente caracterizaremos el espectro del operador solucién de este
problema. El operador solucién en este caso, no es un operador compacto es por
esto que para caracterizar su espectro, procederemos a descomponer el mismo en
dos operadores, uno compacto y otro no compacto, caracterizando el espectro de
cada uno.
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5.1. Vibraciones de un fluido en una cavidad
rigida

Bajo las hipdtesis mencionadas en la introduccién se obtiene que para el caso
de un fluido viscoso levemente compresible, sin sélidos inmersos en la cavidad, el
sistema esta modelado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

polU = 2uV (divU) + VP = 0, en Q x (0,7),
P+ pocdiv(U) = 0, en Qx (0,7), (5.6)
Un = 0, en 00 x (0,7).

Se utilizaran los siguientes espacios de Hilbert:
H = L*(Q)? (5.7)

dotado con el producto interno

(v, w) :/va, (5.8)

y los espacios,

H(div,Q) = {v e H /divv € L*(Q)},

5.9
Hy(div, Q) = {v € H(div,Q) /v.n|sq = 0}, (5.9)

ambos dotados con el producto interno
(v, W) H(div,0) = (v,w) + (div v, div w). (5.10)

Los modos de vibracién del problema (5.6), son soluciones complejas, de la forma
U(z,t) = eMu(z) y P(x,t) = eMp(z) con A € C. Realizando los reemplazos
correspondientes, obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

A2 pou — 2 A V(divu)+Vp = 0, en €,
p+ poc*divu = 0, en (5.11)
un = 0, en 0f).

Para hallar la formulacién débil del problema (5.11), multiplicaremos la
primer ecuacién por una funcion test v suficientemente suave. Integrando por
partes y utilizando que las funciones suaves son densas en Hy(div, §2) obtenemos:

M po /u@—l—Z/\u /(div w) (d@'vU)—/pdivﬂzo, Vv e Hy(div, Q).
Q Q Q
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Utilizando la segunda ecuacion de (5.11) podemos sustituir p en la ecuacién
anterior,

2 po / uv+2\ 1 /(div u)(div ) + poc® / (div w)div v = 0.
Q Q Q

Es decir, obtenemos el problema de autovalores cuadratico:
Hallar A € C y u € Hy(div, Q) — {0} tales que, Vv € Hy(div, ) se verifica

A2 pO/QuU—i- 2\ /Q(dz'v u)(div 0) + py ¢ /Q(dz'v u)(div v) = 0.
(5.12)

A continuacién examinaremos el caso no viscoso. Tomando p =0y v = u.
tenemos

2% po / [ul> + po ¢ / |divu|® = 0, (5.13)
Q Q

Luego A2 < 0 = \ = +iw donde w es la llamada frecuencia de vibracién natural.
Entonces, para p = 0 el problema puede escribirse como:

Hallar w € R y u € Hy(div,Q2) — {0} tales que,

c? /(divu)(div@) = wQ/ uv, Vv € Hy(div, ).
Q Q

(5.14)

Ahora supondremos que pu es pequena y los autovalores del sistema (5.12)
estardn cerca de diw con w solucién de (5.14) y que pg, ¢ y p son constantes
positivas. Entonces,

)\2,00/ u + (2M 1 + poc?) /(dz’vu)(divﬂ) =0,
Q Q

de donde se sigue que

02/(divu)(div6) = ﬂ/ uv (5.15)
Q 2\ + poc? Jo POt '

Entonces se verifica que: (A, u) es solucién de (5.12) si, y sélo si es solucién

de (5.14) con w® = ———"=. Resolviendo el polinomio de segundo grado en A

2 2\ 2
— pw , LW
A= + 2| — ). 1
e Z\/w (0002> (5.16)

Ahora procederemos a analizar las autofunciones del problema (5.12). Notaremos
por V = Hy(div, Q) con el producto interno

(0, w)y = /Q v + /Q (divo) (divT). (5.17)

obtenemos
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Introducimos el subespacio K de las autofunciones asociadas al autovalor A = 0,
es decir
K={veV:divv=0}

También definimos el subespacio G complemento ortogonal de K en V|
G=K"Y={veV:(nw),=0VweK}. (5.18)

Como K C V es cerrado, entonces V =G @ K.
Proposicién 5.1.1 Se verifica que G ={u €V :u=Vy € H(Q)}.

Demostracién 5.1.1 Llamaremos A = {u € V : uw = Vo € H'(Q)}. En
primer lugar probaremos que G C A. Sea v € G y ¢ € CF(Q). Observemos
dp 0o\’
que rote = (—a—('p 8—90 es un elemento de K ya que rot(p) € C*(Q) C L*(Q)
y Ox
y div(roty) = 0 con lo cual roty € H(div,2) y como el soporte estd contenido
en el interior de Q) tenemos que rot ¢.n =0 en ). Luego roty € K.

Como v € G resulta que (rotp,v)y = 0 e integrando por partes resulta que
(p,rotv)y = 0 para toda p. Como consecuencia se tiene que rot v = 0. Como 2
es simplemente conexo, existe p € H'(Q) tal que v =V (ver [17]), con lo cual
queda probada la inclusion G C A.

Ahora veremos la inclusion A C K. Seav € A y p € H(Q) tal que v= V. Si
tomamos w € K tenemos que

(v,w)v—/V@@——/gpdiv@—i—/ o wn=0. (5.19)
Q Q o0
Luego v € G.

Probadas ambas inclusiones queda terminada la demostracion.

En la proposicién que sigue a continuacion veremos que las funciones v € G
tienen mayor regularidad.

Proposicién 5.1.2 Si u € G, entonces existe s € (0,1] y C > 0, ambos depen-
dientes solo de €2, tales que

Hu| Hs(Q) < CHdZU UHLQ(Q)-

Demostracién 5.1.2 Sea u € G y p € H(Q) tal que u = Vi, entonces
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Ap =divu e L*(N)
dp (5.20)

8_n:O en 0.

De las estimaciones a priori en [16] se tiene que existe s € (0,1] y C' > 0,
ambos dependientes solo de € tales que

lol1rs0 < Cl|div ullpq- (5.21)
Como u = Vi resulta que
luls.0 < C|div ullpq. (5.22)

que es la desigualdad que queriamos probar.

Para continuar el anélisis tedrico introduciremos una nueva variable @ = Au.
Este serd el método que utilizaremos en la seccion siguiente, para obtener un prob-
lema lineal equivalente, cuando no podremos obtener una representacién del tipo
(5.15). Utilizaremos dicho método ahora para familirizarnos con el mismo y ser
consistentes con la préxima seccion. Incorporando la nueva variable obtenemos,

Hallar A € C, (u,u) € V x H —{0,0} tal que:

/pOCZ(dz'vu)(dz'UU) = A [— / 2p(divu) (divt) — po/fw] : Yv eV,
Q Q Q
/pozﬁ = )\po/ug, Vo e H.
Q Q
(5.23)

Observemos que A = 0 es un autovalor del sistema, con autoespacio asociado
K x {0} y que el complemento ortogonal de K x {0} es G x H.
A continuacién, introducimos las siguientes formas sesquilineales:

a((u, ), (v,0)) :/

Q

b((u, @), (v,0)) = — /Q 2u(divu) (divs) — po /

a(u,v):/onc2(divu)(divﬁ).

pocz(divu)(divﬁ)—i-/pofLa
Q

v + po / ud, (5.24)
Q

Proposicion 5.1.3 La forma a es eliptica en G y a es eliptica en G x H.

Demostracion 5.1.3 Para cualquier v € G tenemos:

a(v,v) = poc®|[divollg > C|lv][3,
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luego
a((u, @), (v, 0)) = poc?||divo|[g + pollvll = C|lv][3-

Como queriamos demostrar.

Sea T': V — V el operador definido por
T(f,g9) = (u,0) € G =G x H, (5.25)
donde (u,u) es la solucién tunica del problema
a((u,a), (v,9)) = b((f,9). (v,9)) V¥(v,0) € G. (5.26)

Es facil verificar que @ = f. En efecto, tomando como funcién test v = 0 obten-
emos a((u, ), (0,9)) = b((f,g),(0,9)), es decir /pofﬁ = /pofﬁ, vélida para

Q Q
toda v € H. Esto muestra que & — f = 0 es ortogonal a todo v € H, es decir,
u=f. (5.27)

Anélogamente, si © = 0 se obtiene: a((u, ), (v,0)) = b((f, g), (v,0)) es decir,

/oncz(dz'vu)(dwﬁ) = —2/Qu(divf)(div6) - /ongﬁ, Vv e G.

Observemos que T'(f,g) = (0,0) = (f,g) € {0} x G** que no es trivial debido a
que K C G+, Luego v = 0 es un autovalor de 7T

Teorema 5.1.4 (v, (u,@)) es un autopar de T con v # 0 ( es decir T(u,0) =

v(u,u)) <= (A (u, 1)) es solucion del problema (5.23) con A =v~!.

Demostracién 5.1.5 =): Sea (v, (u,u)) un autopar de T' con v # 0, entonces:

1- _

a((u,u), (v,0)) = ;b((u,a), (v,0)), V(v,0) € G, (5.28)
1

entonces de (5.27) se obtiene . = —u € G. También tenemos que para (v,v) €
v

K x {0}) tenemos
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donde K = K x {0}, luego G@® K =V x H. Esto indica que (5.23) se verifica
para (y, (u,1)).

<): Si (A (u,a)) es solucion de (5.23) con A # 0, tomando v € K = divv = 0
y de la primera ecuacion de (5.23) tenemos que fQ potv =0 = 1 € G. Por otro
lado, la sequnda ecuacion de (5.23) nos dice que A\u = 4 € G = u € G Luego
T(u,@) = L(u,a).

v

Corolario 5.1.5.1 Se verifican:

1. o(T) =0o(T|gs) U{0}.
2. o(T) = o(T|gxc) U{0}.

Observacion 1: Notaremos por T también a Toxg : G X G — G X G.

Observacion 2: Por la proposicién (5.1.3), a(.,.) es un producto interno e
induce una norma equivalente a ||.||, en G.

Definicién 5.1.1 (Operadores Ty, Ty) Sean Ty, Ty : G — G dados por

T\f =us € G:alu, o) = 2,u/ divfdivg. Vo € G
S (5.30)

Tog = uy € G : a(ug, @) :po/ggb. Vo € G
Q

Ambos operadores son autoadjuntos, T} es no-negativo y T, es positivo con re-
specto a af.,.) es decir, a(Thu,u) > 0V u € Gy a(Thu,u) >0V ue G, u#0.

Teorema 5.1.6 El operador Ty : G — G es compacto.

Demostracién 5.1.7 Sea g € G y us = Thg. Por la definicion del operador T;
se tiene que

a(uz, 8) = po /Q P Vo e G,

y ademds tenemos que

a(ug, @) = ,0002/ divugdivg = 0 = ,00/ ug, Vo € K.
Q Q
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Entonces a(us, ) = po fﬂ gd Vo € V. Considerando diferentes funciones
test en (C(Q))™ resulta que uy debe satisfacer:

5.31
uy.m =10 en Of). ( )

{—poCQV(d’iUUQ) = pog en
Entonces V(divuy) € G = V(HY(Q)) NV, es decir div uy € H*(Q) y por la
Proposicién (5.1.2) tenemos que ug € (H*(Q))* con s > 0.

Tomamos una sucesion acotada g, C G y u, = T5g,. Entonces

. (5.32)
| div 120y < Clgnl|

?wuwwmmmscmm
tuego |\div unllin @y < Cllgall < €.
Por el teorema de Rellich-Kondrachov H'(Q) estd inmerso en L*(Q2) en forma
compacta, existe una subsucesion u,, C L*(Q) que converge a una funcidn w; €
L*(Q), es decir div(u,,) — wy en L*(Q). Ademds por la Proposicién (5.1.2)
tenemos que ||, || sy < Clldiv(ug,)||r2(- Como H*(Y) también estd inmerso
en L*(Q)) en forma compacta, existe una subsucesion, que también denotaremos
por uy, tal que (u,, ) — wy € L*(). Por la continuidad del operador divergencia,
tenemos que div(wg) = wy luego wy € H(div, Q) y u,, — wo en H(div,Q2)). Con
esto queda demostrado que T, es compacto.

A continuacion escreibiremos el operador T' en forma matricial, utilizando
los operadores 17 y T5. Llamaremos m; y m a las proyecciones en la primer y
segunda componente.

a(ﬂ'lT(fa g)) U) = SNL(T(f, g)a (Uv O)) f d((uv ﬁ), (?}, 0)) ~:
b((.9). (v,0)) = b{(,0), (v.0) +0((0:9). (0.0) = 5 45
= —a(ul, ’U) — a(ug, U) = —G(Tlf, U) - a(ng,U) =

=a(=T\f — Tag,v) YoeV.

= 7T1T(f, g) = —Tlf — ng (534)

Por otro lado:

(T'(f,9), (0,0)) = a((u, @), (0,0)) =

Q

mém@mmﬁ:

) ) (5.35)
=0((f,9),(0,8)) = po/Qf@ Vo € (L*(Q))?

= mT(f,9)=1f+0g=f (5.36)
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Luego podemos escribir:

_ |- -
[T s
Ademas, definimos
I 0 3 T, -T2
S = |, ov= | T g |Th (5.38)
0 T% I 0 Ty 0

Teorema 5.1.8 Se verifican las siguientes propiedades:

1. ST=HS,T=US, H=SU,yUH =TU.

2. Los autovalores de T y H y sus multiplicidades coinciden. Ademds las co-
rrespondientes cadenas de Jordan tienen la misma longitud.

3. 0(T)=0(H).

4. H se descompone como la suma de un operador autoadjunto B y otro com-
pacto C', es decir, H= B + C.

5. Oess(H) = Oess(B) = 0ess(—T1)U{0}, donde o.5s(H) denota el espectro esen-
cial de H (el conjunto de todos los puntos limite de o(H) y los autovalores
de H con multiplicidad algebraica infinita [3]).

Demostracion 5.1.9 Iremos demostrando item por item.

1. Verifiguemos la primera de las igualdades.

ST — I Q [—ﬂ —E}_ —@ =T
0 Ty r 0 T; 0
HS = T11 - ! 01 = _Tll 1
T ol |0 Ty T 0

Luego ST = HS. Andlogamente se prueban el resto de las igualdades.

2. Sea {xy}._, una cadena de Jordan asociada al autovalor yu de T, entonces:

H(S(w)) = HS(x) = ST(wx) = S(p(er) + (2441))
= uS(zy) + S(xp1) k=1,... P (2o =0).
Como S es inyectiva resulta que {Szy}i_, es una cadena de Jordan de H

correspondiente al autovalor p de H. La reciproca se prueba andlogamente
utilizando que U es inyectiva y que TU = UH.
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3. En la demostracion del teorema (5.1.6) veiamos que la imagen de Ty son
funciones con mds regularidad, es decir, To(G) no es todo G, o equivalen-
temente Ty no es suryectiva. Luego T(G x G) y H(G x G) es un subespacio
propio de G X G; luego 0 € o(T) y 0 € o(H). Ahora sea p ¢ o(H). Como
los autovalores de T y de H coinciden, entonces (T — pl) es inyectiva. Para
probar la suryectividad, sea y € G x G; como pu ¢ o(H), entonces existe
€ GxG tal que (H — ul)z = Sy. Luego, dado que H = SU se verifica:

A~

1 _
fz—(Hi—Sy):Sx,paraac:Ux y,EGXG.
u 7

Dado que ST = HS se obtiene que S(T—pl)x = (H—ul)Sx = (H—ul)z =
Sy, y como S es inyectiva, tenemos que (T — pl)z =y. Como y € G x G
era arbitrario, (T — pl) es suryectiva de donde tenemos que si pn ¢ o(H)
entonces p ¢ o(T). El reciproco es andlogo, utilizando que U es uno a uno,

T=USyUH=TU.

4. Tomamos

_ |11 0 _
R

1

5. La primera igualdad se sigue del teorema de Weyl [24].

Ahora analizaremos el operador T}. _
Recordemos que Ty f = uy donde a(uy, ¢) = 2u [, div fdivp. Entonces

pocz/(dz’vul)dz’vgb: 2;L/ div fdive,
Q Q

2 _
luego / div <u1 — —'uzf) div ¢ = 0, para toda ¢ € G. Luego
Q Poc
21 21
= = T, — ——Id, = 0. 5.39
o Poc? ' poc? ! ( )

2u . . . . .
Luego A = —— es un autovalor que tiene asociado un autoespacio de dimension

Poc?
infinita, es decir,
(T1) 21 (5.40)
Oess =Y 5 (- .
' Poc?

Teorema 5.1.10 El espectro escencial de T esta dado por:

Oess(T') = {_—QM 0} :

poc?’
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5.1.1. Formulacién para un fluido encerrado en una cavi-
dad ridida en presiones

A continuacion obtendremos una formulacién en presiones, para el proble-
ma (5.6). Los modos de vibracién son soluciones complejas, de la forma U(z,t) =
eMu(x) y P(z,t) = eMp(x) con A € C. Realizando los reemplazos correspondi-
entes, obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales (5.11) que reescribiremos

a continuacion para mayor claridad.

A pu—2 A\ V(divu)+Vp = 0, en €,
p+pcidivu = 0, en €,
un = 0, en 0f).
Si consideramos el caso no viscoso p = 0:
A pu+Vp = 0, en €,
p+pldivu = 0, en (5.41)
un = 0, en Of).
Luego
A pu.n|aQ +VPn=0= a—|aQ =0, (5.42)
n

Ya que u.nlgq = 0.

Tomando divergencia en la primer ecuacion: N2 pdivu+Ap = 0 = ;\—j(pczdivu)jL
AP =0= 2(-p)+ AP =0
Obteniendo la formulacién en presiones en lugar de desplazamientos:

—)\2
—Ap=—-p en{l
c
ap (5.43)
In 109 = 0
Este problema tiene numerables de autovalores A= —C—é"’
0=X<M<...<An<... (5.44)
con A
lim A, = oo. (5.45)

n—oo

Si consideramos que para el fluido viscoso, la viscosidad es pequena, pode-
mos asumir que los autovalores del sistema viscoso seran una perturbacion de los
autovalores del sistema no viscoso que en la formulacién en presiones anterior ob-
servamos que forman una sucesion discreta. En base a esto y el teorema (5.1.10)
podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 5.1.11 El espectro de T' es la union entre el espectro esencial

Oess (1) = {_—QM 0} ,

poc?’

y un conjunto de autovalores aislados con multiplicidad algebraica finita.

Esto concluye el andlisis del sistema para un fluido compresible viscoso sin sélidos.

5.2. Fluido levemente compresible con sélidos
inmersos

A continuacién analizaremos el problema espectral principal de este traba-
jo, consistente en un sistema formado por un fluido viscoso compresible y sélidos
inmersos. La formulacién asociada solo al fluido es idéntica al caso anterior. Al in-
corporar los tubos supondremos las condiciones indicadas al comienzo del capitu-
lo, ademds supondremos que en I'; la componente normal de los desplazamientos
del fluido debiera coincidir con la componente normal de los desplazamientos del
los tubos. Esta condicién la expresaremos como U.n = R; en I'; x Ry donde n es
la normal saliente a 2 y R; es el vector desplazamiento transversal en el instante ¢
del j-ésimo tubo. Como el movimiento del tubo j obedece a la ley de un oscilador
armonico simple forzado, tenemos:

m;R; + iR, + k;R; = —/ o(U, P)ndT (5.46)

L

donde m; es la masa de cada tubo, k; la constante eldstica del resorte sobre el que
esta montado el tubo, y [; su coeficiente de rozamiento. Asumiendo soluciones del
tipo U(z,t) = eMu(x), P(x,t) = eXMp(x) y R;(t) = eMr;(t) con A € C, el modelo
a resolver esta dado por el sistema

(Hallar A en C vy (u, p,7) no nulos tales que:
N pou — 2uAV (divu) + Vp = 0 en ),
p + pocidivu =0 en €2,
u.n =0 en [y,

u="r; enl';paraj=1,... K,

Nemyry + Ny + kjry = —/ (2uAdivu — p)ndy, paraj=1,..., K.
Ly

(5.47)
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Eliminamos la incégnita p utilizando la segunda ecuacién, y reemplazando la
presion en las demas ecuaciones, obtenemos la siguiente formulacion del problema:

( Hallar A en C y (u,7) no nulos tales que:

N pou — (2u) + poc®)V (divu) = 0, en (2,
u.n = 0,

1)
u‘ = Ty, Vi=1,... K,

Lj
(N + Ay + kj)rj + (2u) + poc?) / divundy = 0, Vi=1,...,K.

\ F]‘

(5.48)

De la ultima ecuacién se puede despejar r; y reemplazar en las anteriores. Lla-
mando u|r; = u; obtenemos

(Hallar A en C y v no nula tales que:
N pou — (2p\ + poc®)V (divu) = 0, en (2,
u.n =0, en [y, (5.49)
(2u\ + poc?) / . 4
; d dy=0 Vi=1,...,K.
4 Dy 1AL+ k) S, S D I

Multiplicando por v € H(div,2) con v.n = 0 en I'y obtenemos
0= )\2,00/ u + (M1 + poc?) {—/ divuvndry + / dz’vudz’v(@)}
Q o9 Q

— )\Zpo/ u + (2Au + poc?) / divudiv(v) — (2 + poc?) Zv_]/ divundry
0 0 :

j T

K
- )\on/ ut + (2\1 + poc?) / divudiv(v) + Z()\2mj + Al + kj)u,v;.
Q Q =

(5.50)
Agrupando segun potencias de A resulta,
K K
A2 [Po/ uv + Z muv; | + A Q;L/ divudiv(v) + Z ljujv_j]
voo= ’ = (5.51)

+

K
Z /{ZjUjU_j + p002 /

j=1 @

divudiv(@)] = 0.

La formulacién variacional queda expresada en variables de desplazamiento.

Utilizaremos el espacio de Hilbert

V:{UGH(div,Q):v.n € C? ‘v’jzl,...,K},

J

=0,y v
r

o
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equipado con el producto interno,

K
(v,w), = / v + / divvdiv(w) + Zvjw_j. (5.52)
Q Q =

De esta manera, el problema a resolver es el siguiente:

(Hallar A en Cy u € V — 0 tales que Vv € V :

K
po/uﬂ—i-Zm]u]@ + A
Q

j=1

)\2

K
2u/ divudiv(v) + leujv_j]
Q o

K
> kyuguy + poc? /

j=1 @

+

divudiv(@)] = 0.
\

(5.53)
Tal como en el problema de la seccién anterior, nuevamente obtenemos un prob-
lema de autovalores cuadratico. También observamos que A = 0 es uno de los
autovalores, en esta oportunidad con autoespacio asociado

K={ueV:divu=0 y ulp,

J

=0, Vj=1,....k} (5.54)

El siguiente lemma muestra que para cualquier otra solucién de (5.53) la tasa de
decaimiento es estrictamente negativa. Esto coincide con lo que es bien conocido
desde el punto de vista fisico, donde los efectos de la viscosidad en el fluido y el
rozamiento en el movimiento de los sélidos amortiguan las vibraciones.

Lema 5.2.1 Sea A € C yu € V — {0} solucion de (5.53)

1. Si A#0y p# 0, entonces Re(\) < 0.
2. SiA#0y pu=0, entonces Re(\) < 0.
3. Si Re(A) = 0 Los tubos no se mueven y los modos son los del fluido.

4. Si los tubos se mueven, Re(\) < 0.

Demostracién 5.2.2 En (5.53) sustituimos v = u y obtenemos la ecuacion al-
gebraica:

AN+ B A+ C =0, (5.55)
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donde:
[+ mem
B= 2/;/ |divu|* + le]uj|2, (5.56)
0 =

K
C:p002/0|dz'vu|2+2kj|uj|2.
j=1

Como p # 0 tenemos que A >0, B> 0 y C > 0, entonces resulta que
B=0 <« C=0,

y en ese caso A = 0.
Sipu=0yl; =0, entonces B=0y C >0 implica que A = *iw.

Ahora consideramos el caso B > 0. En este caso tenemos que C' > 0. Tenemos
dos posibilidades

» B2 —4AC < 0= Re(\) == <0.

» B2 —4AC > 0 tenemos que AC > 0= —4AC <0 = B? —4AC < B*> =
+VB2—4AC < B = A= =BEB=IAC 0 = Re(A\) = A <0

En ambos casos tenemos que Re(\) < 0 y entonces, los desplazamientos tenderdn
a anularse a medida que aumenta el tiempo.

Nuevamente, para el andlisis tedrico es conveniente transformar (5.53) en un
problema de autovalores lineal equivalente. Tal como en la secciéon anterior intro-
duciremos % = Au como nueva variable, y el espacio de Hilbert H = (L?(€2))? con
el producto interno usual, obteniendo asi la siguiente formulacion:

Hallar A en C y (u, @) 6 V x H —{(0,0)} tales que:
a(u,v) = Xb((u, 0 Yv eV, (5.57)
m/@ / Vo € H,
Q

donde
a(u,v) = ,0002/ divudiv(v) + Z kju;v3,
Q
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]~

(mi;07 + Ljusv;).

b((u,u),v) = — /Q (poti® + 2pdivudiv(v)) —

<.
Il
R

Introducimos ademaés las formas:

a((ua ﬂ), (U7 @)) = a(u7 U) + po

S~
g3
=

(), (v,9)) = b((, 2),0) + po / 5

La forma a : V XV — C es una forma sesquilineal continua. Sea V=VxH
con la norma del producto. Las formas @,b: V x V — C son formas sesquilineales
continuas. Observemos que el conjunto K introducido en (5.54) también puede
escribirse como K = {u € V : a(u,v) = 0 Vv € V'}. Es claro que A = 0 es también
autovalor de (5.57) y K = K x {0} es el autoespacio asociado.

Sea G el complemento ortogonal de K en V y G = G x (L*(Q))2. Siguiendo la
demostracién en [21] capitulo 3, se demuestra que existe s > 0 tal que:

K
[ulls.0 < C(lldivullo + )2, VueG. (5.58)

j=1
Lema 5.2.3 La forma sesquilineal a : G x G — C es v-eliptica, es decir:

Ja >0/ allul? < a(u,u), Vu € G. (5.59)
Demostracion 5.2.4

K K
lall? = Nallp + Ndivalls + D lug* < ull? + dival? + )yl

Jj=1 J=1

K
C(lldivalls + Y lusl*)
j=1

< Ca(u,u).

(5.60)

Corolario 5.2.4.1 La forma sesquilineal a : G x G — C es v-eliptica.

Como consecuencia de la elipticidad de a en G estamos en condiciones de intro-
ducir un operador lineal acotado T : V — V dado por:

T(f,9) = (u,u) € G, (5.61)
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donde a((u, @), (v,)) = b((f,9), (v,0)) Y(v,0) € G. A esta bien definido en virtud
del lemma de Lax-Milgram.

Tal como en la seccién previa, se obtiene que @ = f. En efecto, tomando
como funcién test v = 0 obtenemos a((u, ), (0,2)) = b((f,g),(0,0)), es decir

/p(ﬂﬁ = /pofﬁ, valida para toda v € H. Esto muestra que &« — f = 0 es
Q

Q
ortogonal a todo v € H, es decir, 4 = f.

Ansdlogamente, si 0 = 0 se obtiene: a((u,a), (v,0)) = b((f,g), (v,0)) es decir,
K K
/ poc2(divu)(div@)+z kju;v; = —2/ ,u(divf)(div@)—/ pOgE—Z(mjgjv_j+ljfjv_j) Vv e G.
Q j=1 @ @ j=1
Observemos que si T'(f, g) = (0,0)
K
0=— / PogU — ijgjv_j Yo € G. (5.62)
Q =
Entonces (f, g) € {0} x Gt y v =0 es un autovalor de 7.

Teorema 5.2.5 (v, (u,0)) es un autopar de T con v # 0 ( es decir T(u,u) =
v(u, 1)) <= (A (u,0)) es solucion del problema (5.57) con A = v~!.

Demostracion 5.2.6 La demostracion es andloga a la demostracion del teorema

(5.1.4).

5.3. Caracterizaciéon del espectro

Como T (V) C G entonces el espectro de T, o(T) = o(T|z) U {0}. Ademds
como T(G) € G x G entonces o(T) = o(T|axa)U{0}. Por esta razén restringimos
el andlisis al operador T'|gx¢ : G X G — G x G el cual también denotaremos por
T. Como a : G x G — C es una forma sesquilineal continua y v-eliptica, entonces,
a(.,.) es un producto interno en G' que induce una norma equivalente a ||.||, en

G.Sean: T} : G — G y Ty : G — G dos operadores definidos por :
K
Tvf = wueG : alu,v) = Q;L/divfdiv(@)jLlefjv_j Vved
Q o

K
Thg = u€G : a(ug,v) = /g@+2mjgjv_j Voed.
Q -
7=1

(5.63)
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Observemos que:

K
o(Tif.f) =20 [ ldiof P+ Y LISF =0 vieG,
"’ = (5.64)
o(Tug.g) = [ lof S mlgl >0 Vge G- (o)
7j=1

Es decir, T} es un operador auto-adjunto semidefinido positivo, y T es un oper-
ador autoadjunto definido positivo. El siguiente lemma muestra que 7T, es com-
pacto:

Lema 5.3.1 El operador Ty : G — G es compacto.

Demostracién 5.3.2 Sea g € G y u = Thg. Tenemos que

K

a(u,v) = / gu + ijgjv_j Yo e G. (5.65)
Q g
Recordemos,

a(u,v) = poc / divudiv(v) + Z kju;v;,
Q

(5.66)
(u,v)y = / uv + / divudiv(v) + Zujv_j.
Q Q P
Entonces, si v € K tenemos:
K
a(u,v) =0 y / gu + ijgjv_j =0 puesg€ . (5.67)
Q =

Luego a(u,v) = fQ gu+ Zle m;g;v;, para toda v € K y comoV = K ®G resulta
que:

K
pOCQ/ div(ug)div(v) + Zk u;v; = / gu + ijgjv_j YoeV. (5.68)
Q Q

j=1
Utilizando distintas funciones test obtenemos:

—poc®V (divu) = g, en €,

pOCQ/ (divu)ndy + kju; = m;g;.
r

J

(5.69)
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Luego, divu € H'(Q) y u; € R2.

Ponemos f = g/(—poc?), entonces f € (L*(Q))* y

V(divu) = f (5.70)
Tomando divergencia,
A(divu) = div f (5.71)
Y
Sea q solucion de
Aq = divu
{8q 0 (5.73)
% — .

Por [16] ¢ € H'*(Q). Tomamos u = Vq pues u € G que lo podemos hacer,
porque la solucion g € H*(Q) de (5.73) es tnica salvo constantes. Luego:

lulls = IVallas < gl < [ldival] < [[f]]L2-

5.74
=uc {uc (HQ)*: divu € H'} <V, (5.74)
donde la inmersion es compacta.
Tomamos una sucesion acotada g, C G y u, = Tsg,. Entonces
V(div u, < C|lgn
I9(div u)llixey < Cllaa| 55
||div un|[r2(0) < Cllgall

tuego |\div unllin @y < Cllgall < G-

Por el teorema de Rellich-Kondrachov H'(Q) estd inmerso en L*(Q2) en forma
compacta, luego eziste una subsucesion u,, C L*(Q) que converge a una funcion
wy € L*(Q), es decir div(u,,) — wy en L*(). Ademds por (5.74) tenemos que
[t || =) < Cl|div(un, )| 12(0)- Como H*(Q) también estd inmerso en L*(Q) en
forma compacta (ver [11]), existe una subsucesion, que también denotaremos por
Up, tal que (u,,) — wy € L*(Q). Por la continuidad del operador divergencia,
tenemos que div(wy) = wy luego wy € H(div,Q) y u,, — wo en H(div, Q). Con
esto queda demostrado que T, es compacto.

Al igual que en la seccién anterior escribiremos:

T = {_T} _TS} (5.76)
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y definimos

Por el teorema (5.1.8) se verifica que o(T") =
Oess(—T1) U {0}. Luego, utilizando que ogs.(H) = o(H)
escribir:

o(T) = o(H) = 0ess(H) U (0(H) —
= Uess<B> U Udzsc( )
= Uess<_Tl) U {O} U Udisc(H)-

Oess(H)) =

Por lo que solo basta caracterizar el espectro esencial de T7.

Lema 5.3.3 Se verifica que:

[y l;
(T = —,.... 2~ =1,... K.
Udzsc( 1) {kl, 7kj}7 J )

Demostracion 5.3.4 Recordemos que T1f = w1, donde:

a(uy,v) = 2,u/ div fdiv(v) + Zl 175, Vv e G.

Entonces, utilizando la definicion de la forma a tenemos

A [poc /dwfdw —|—Zk fjvj] —2M/dwfdw +Zl 175

Seam € {1,...,

={v e G/ divv = 0},
m=1v€G /divv=0,v|r, =0Vji#m, je{l,...,K}}.

k}, definimos los siguientes espacios:

De donde resulta: Nk, frnOm = b finOm YU € &, Luego A\,
con autoespacio asociado &,,.

Proposicién 5.3.1 Se verifica que

=D D&

dim(§) = 2K.

(5.77)

‘7( ) y 0688(H> = UeSS(B) =
— Oess(H), podemos

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

= l’" es un autovalor
m
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K
Demostracién 5.3.5 Veamos primero que ﬂé‘m = {0}.

i=1

K
Seaveﬂﬁm. Entonces v = Vi con Ay =0 yg—ﬂpm =0=1¢=cte =>v=
i=1

Vi = 0.

Sea v € &y,. Entonces divo = 0,0 € V(H'(Q)),v|r, =0, j #m, y v|r,, = (a,b).
Luego existe v € HY(Q)) tal que v =V, y entonces Ay = 0.

Consideramos 1y y 1y soluciones de

A, = divv =0 en €2,

O -0

(‘(;ZL |F0 9 ' (583)
a_nl Fj - 0 j ;é m7

% I — €10 =14

y definimos v1 = Vi y vo = Vg, La funcion ¢ — apy — bipy es armonica
y con todas las condiciones de borde nulas. Luego es una constante, es decir
Y = ahy + by + ¢. Tomando gradiente resulta v = avy + bvy con lo cual {vy, v}
es una base de &,,. Luego dim(§) = 2K.

Sea F={veG:alv,w)=0 Ywe}=¢E Entonces G=E@ F.

Luego, si v € F' entonces

K
> ks =0, Y € €.
j=1
Entonces v; =0V =1,..., K. En consecuencia resulta que

F={veG:v;=0,j=1,...,K}.
Observemos que dim(F) = oo.

Si f € F es una autofuncion de autovalor A\g entonces
)\OpOCQ/(divf)div(ﬁ) = 2u/(divf)div(@), Yv e G,
Q Q

2
= —'u2[d. Luego F es el autoes-
F PoC
y en consecuencia resulta

de donde se sigue que \g = 21 Més atn, T}
poc ’

2p
poc2?

pacio asociado a A\g =
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Uess<T1) = W (584)

Proposicion 5.3.2 0.4(T|¢) = 0ess(—T11)

Proposicion 5.3.3 0(T7) = 0ess(T1) U 04isc(T1). donde

2
gess(Tl) == _lu

poc?’

L L (5.85)
sel(l1) =49 —,...,— =1,.... K
Udlsc( 1) {kla 9 ]{Z]} ) J ) 9

En virtud de los resultados obtenidos previamente, estamos en condiciones de
enunciar el resultado principal de este trabajo:

Teorema 5.3.6 FEl espectro del operador T esta dado por:

o(T) = 000s(T) U 0435o(T) U {O}. (5.86)

-2
donde Uess(T) = JGSS(T|G) Y {O} - {07 P C/;} '
0

Con dicho teorema se concluye entonces la caracterizacién del problema espectral
a tratar en este trabajo.

5.4. Conclusion

El problema de vibracion fluido-estructura es de interés ya que aparece en
varios problemas industriales, como la industria nuclear. En este trabajo hemos
observado como los problemas de autovalores aparecen naturalmente al modelar
problemas de vibraciones. En particular, los problemas cuadraticos se originan al
incorporar a un sistema conservativo un mecanismo de disipacion proporcional
a la velocidad y se observa como el fenémeno de amortiguamiento debido a la
disipacion estd asociado con un problema de autovalores complejo. El problema
cuadratico obtenido puede linealizarse con un correspondiente cambio de vari-
ables, lo que conduce a un problema de autovalores generalizado. Caracterizar el
espectro de los operadores asociados a dicho problema es importante no solamente
desde el punto de vista fisico, ya que los autovalores estard asociados a distintos
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modos de vibracion del sistema, si no desde el punto de vista matematico. En la
resolucién de problemas de vibracion fluido estructura, en ocasiones se recurren
a métodos numéricos. Para calcular numéricamente el espectro de un operador
T con domino y rango en un espacio de Hilbert separable, X, se sustituyen los
autovalores y autofunciones de T" por un por autovalores y autofunciones de otro
operador T}, con dominio en X y rango en un espacio de dimensién finita V},. Se
dice que T}, es una aproximacion de 7' si:

Tywuw—Tu  Yue X, (5.87)

donde el espectro de cada operador T}, se obtiene resolviendo un problema matri-
cial de autovalores generalizado [6]. Sabemos que los operadores T}, al ser de rango
finto, son compactos, y que el limite de una sucesion de operadores compacto, es
un operador compacto, es decir que sera posible aproximar 7' de forma 6ptima
cuando T sea compacto. Como vimos en este capitulo, el operador de interés,
no necesariamente es compacto, en cuyo caso previo a la resoluciéon numérica,
es necesario descomponer el operador en dos operadores, uno compacto y otro
no. Una vez caracterizado el espectro de T', como se expuso en este capitulo, se
podria aproximar numéricamente la parte compacta. De los resultados obtenidos
en este capitulo observamos que:

1. El espectro esencial de T para el sistema fluido-sélido es el mismo que para
el fluido sin sélidos.

2. En el caso en que el fluido sea no viscoso i = 0 y el espectro esencial sélo
es el cero.

3. Si consideramos solamente un fluido no viscoso encerrado en la cavidad
obtenemos que el espectro discreto es un conjunto de autovalores aislados
con autoespacios de dimensién finita ya que al suponer que la viscosidad
es pequena, asumimos que los autovalores del sistema viscoso seran una
perturbacion de los autovalores del sistema no viscoso que son una sucesion
discreta.

4. Como al incorporar los tubos el espectro esencial no cambia, es razonable
suponer que el espectro discreto seguira siendo un conjunto de autovalores
aislados, aunque falta demostrar este resultado en la teoria del trabajo. Lo
que si sabemos es que se puede aproximar numéricamente.



82

CAPITULO 5. SISTEMAS ACOPLADOS FLUIDO Y SOLIDO



Bibliografia

[10]

[11]

[12]

Axler S., Linear Algebra done right (Springer, 1996)

Beards C. F. , Structural Vibration: Analysis and Damping (Butterworth-
Heinemann, 1996).

A. Bermudez, R.G. Duran, R. Rodriguez, J. Solomin, Finite element analysis
of a quadratic eigenvalue problem arising in dissipative acoustics (STAM J.
Numer. Anal. 38, 267-291, 2000).

Burden R.L., Faires J.D. ; Numerical Analysis (PWS PUBLISHING COM-
PANY).

Conca C., Planchard J., Vanninathan M., Fluids and periodic structures
(JOHN WILEY & SONS, 1995).

Dello Russo A., Estimaciones a priori y a posteriori del error para proble-
mas de autovalores (Universidad Nacional de La Plata, Facultad de Ciencias
Exactas, Departamento de Matemaética).

Dlotko T., Sobolev spaces and embedding theorems (Silesian University,
Poland).

Evans L. C., Gariepy R. F., Measure theory and fine properties of functions
(CRC Press, 1992).

Evans L. C. ;| Partial Differential Equations, AMS, Graduate Studies in
Mathematics Vol. 19, 1998. (AMS, 1998).

Farlow S. J. , Partial Differential Equations for Scientists and Engineers
(DOVER PUBLICATIONS, INC. ).

Folland G., Introduction to partial differential equations, (Princeton Aca-
demic Press, 1995.)

Gatti P. L. , Ferrari V., Applied Structural and Mechanical Vibrations (E &
FN Spon, 1999).

83



84

[13]

[14]

[15]

[16]
[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]
[20]

[27]

BIBLIOGRAFIA

Gockenbach M. S., Partial Differential Equations Analytical and Numerical
Methods (Society for Industrial and Applied Mathematics, 2002)

Gockenbach M. S., Understanding and Implementing the Finite Element
Method (Society for Industrial and Applied Mathematics, 2006)

Goémez J. D. , Anguas J.R., Ecuaciones en derivadas parciales y analisis
funcional (Apuntes de Curso, 2010/11).

Grisvard P., Elliptic Problems in Nonsmooth Domains (University of Nice).

Girault V. Raviart P.A. Finite Element Methods for Navier-Stokes Equa-
tions, (Springer-Verlag, 1986).

Golub G.H, Van Loan C.F Matrix Computations, (The Johns Hopkins Uni-
versity Press, 2013).

Kreyszig E. , Introductory functional analysis with applications (JOHN WI-
LEY & SONS, 1978).

Lax P. D., Linear Algebra and Its Applications (JOHN WILEY & SONS,
2007).

Lepe A. F. A., Problemas de vibraciones, actstica y disipacién (Universidad
de Concepcidn, 2017).

Piracés J. M. Modelado de las vibraciones de un arreglo de tubos elastica-
mente montados inmersos en un fluido compresible utilizando adaptividad
hp (Instituto Balseiro, Junio 2011).

Rao S. S., Vibration of Continuous Systems (JOHN WILEY & SONS, 2007).

Reed M. ;| Simon B. Methods of Modern Mathematical Physics. IV. Analysis
of Operators (Academic Press, 1978).

Strang G. Linear Algebra and Its Applications (Thomson Brooks/Cole,2006).

Weinberger H.F. | Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales (Reverté,
1970).

Wilkinson J.H. , Algebraic Eigenvalue Problema (Oxford University Press,
1965).



	Introducción
	Introducción
	Motivación


	Vibraciones de sistemas con finitos grados de libertad
	Problemas de autovalores
	Sistema masa-resorte. Autovalores generalizados en espacios de dimensión finita

	Principio del mínimo
	Método Rayleigh-Ritz

	Conclusión

	Espacios de Sobolev
	Definiciones
	Operadores compactos

	Vibraciones de sistemas con infinitos grados de libertad
	Descripción
	Sistemas con infinitos grados de libertad
	Conclusión

	Vibraciones de sistemas acoplados fluido y sólido.
	Vibraciones de un fluido en una cavidad rígida
	Formulación para un fluido encerrado en una cavidad rídida en presiones

	Fluido levemente compresible con sólidos inmersos
	Caracterización del espectro
	Conclusión


