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Resumen

Un problema básico de la Mecánica Clásica es hallar la evolución de cada sistema
mecánico. Este problema se traduce, según la formulación variacional lagrangiana, al de
hallar los extremos de una funcional (la acción) sobre un espacio de caminos; y en última
instancia, al de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Sin embargo,
no siempre es posible encontrar soluciones analíticas a esas ecuaciones, por lo que, una
posibilidad es recurrir a métodos numéricos que permitan aproximar su solución. En
particular, los métodos numéricos empleados en mecánica, son los llamados integradores
variacionales, que poseen propiedades �buenas�, como por ejemplo la conservación de
estructuras simplécticas, permitiendo realizar simulaciones a tiempos prolongados. Los
sistemas lagrangianos discretos son sistemas dinámicos discretos, cuyas trayectorias son
integradores variacionales, que se obtienen mediante un principio variacional.

En la vida real, los sistemas físicos tienen propiedades termodinámicas, como la tem-
peratura, la presión, la energía interna, el calor y otras, que no pueden ser modeladas
por la Mecánica. Sin embargo, es posible combinar la Mecánica y la Termodinámica pa-
ra dar lugar a la formulación de los llamados Sistemas Termomecánicos Lagrangianos.
Estos sistemas, al igual que los mecánicos, se formulan a partir de un principio variacio-
nal inspirado en el modelo lagrangiano. En los sistemas termomecánicos también existe
una equivalencia entre el principio variacional y la resolución de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias, por lo que nuevamente tenemos el mismo inconveniente. Surge
entonces la formulación �a tiempo discreto� de los sistemas termomecánicos, donde se
busca aproximar la evolución de estos sistemas por medio de integradores variacionales.

En este trabajo introduciremos nociones básicas sobre los sistemas termomecánicos la-
grangianos y su versión a tiempo discreto. Al comienzo haremos un repaso sobre sistemas
lagrangianos continuos y discretos, dando de�niciones y resultados, que luego adaptaremos
al formalismo de los sistemas termomecánicos. Seguiremos principalmente el artículo [11]
y completaremos algunos resultados importantes que no están probados en dicho artículo.
Luego desarrollaremos un método de discretización, para construir un sistema termome-
cánico discreto a partir de un sistema termomecánico dado. Finalmente, analizaremos,
por medio de ejemplos, algunas limitaciones del formalismo que ellos proponen.

Se intentará que el material de este trabajo sea auto-contenido para quienes tengan
conocimientos básicos de Geometría y Cálculo, para ello, agregaremos tres apéndices que
servirán como apoyo para el lector.
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1
Introducción

1. Contexto histórico

La Mecánica Clásica es una de las ramas principales de la Física, introducida por
Isaac Newton en su libro Philosophiæ naturalis principia mathematica [17] en 1687. Esta
se dedica a estudiar el comportamiento de cuerpos en reposo o cuyas velocidades son
pequeñas comparadas a la de la luz. Ejemplos de sistemas de la Mecánica Clásica van
desde la trayectoria de un proyectil, hasta el movimiento de los planetas en el Sistema
Solar. A partir del estudio de sistemas inerciales, Newton formuló una ecuación vectorial
que determina el movimiento de cuerpos (con masa constante) en el espacio:

F (t) = mẍ(t) (1.1)

donde ẍ(t) es la aceleración de un cuerpo cuya posición es x(t) y F (t) es la fuerza ejercida
sobre el mismo cuerpo, ambos son vectores en R3. Esta ecuación es capaz de describir todos
los fenómenos enmarcados en la Mecánica Clásica bajo el concepto de que el cambio de
movimiento de un objeto es directamente proporcional a la fuerza impresa sobre éste.

Un planteo más moderno de la Mecánica surgió un siglo después, la Mecánica Lagran-
giana, introducida por Joseph Louis de Lagrange en su libro Mécanique analytique [13] en
1788, es una reformulación de la Mecánica Newtoniana. Esta formulación surge a partir
del Principio de Hamilton, el cual establece que las trayectorias de un sistema mecáni-
co se obtienen como puntos críticos del funcional de acción sobre el espacio de caminos,
que se calcula integrando una función escalar, el lagrangiano, sobre el camino dado, en
el tiempo. La ventaja de la formulación Lagrangiana sobre la formulación Newtoniana,
es que las con�guraciones del sistema forman una variedad para la cual es posible elegir
libremente las coordenadas que la parametrizan. Supongamos como ejemplo sencillo un
péndulo simple que se balancea. Si uno considera la masa del péndulo como una partícula,
al calcular el movimiento de la partícula en el plano, usando la mecánica newtoniana será
necesario incluir una fuerza que restrinja el movimiento de la masa, obligándola a perma-
necer a distancia �ja del punto de suspensión del péndulo, a esta restricción se la llama
vínculo y a la fuerza, fuerza de vínculo. Para el mismo problema utilizando la mecánica
de Lagrange, se observa el trayecto que puede recorrer la partícula y se elige un espacio
de con�guraciones conveniente que caracteriza completamente el posible movimiento de
la partícula, en este caso puede ser una circunferencia de radio igual al largo de la varilla
del péndulo. Esta elección elimina la necesidad de considerar la fuerza de vínculo antes
mencionada, lo cual simpli�ca notablemente las ecuaciones que dan lugar a la dinámica
del sistema.
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2 1. INTRODUCCIÓN

En el ejemplo anterior, mencionamos que la trayectoria de la partícula podía conside-
rarse sobre una circunferencia de radio igual al largo de la varilla del péndulo. En general
los sistemas lagrangianos se consideran sobre variedades diferenciales que sean adecuadas
para modelar la dinámica de las partículas. Al introducir estas estructuras matemáticas,
inmediatamente hacen aparición conceptos intrínsecos de la Geometría Diferencial, como
la suavidad, los espacios tangentes, etc. Al formular la Mecánica Lagrangiana haciendo
uso de las herramientas provistas por la Geometría Diferencial, se tiene un formalismo da-
do en un lenguaje mucho más so�sticado y sistemático que el de la Mecánica Clásica. Una
de las ventajas del tratamiento geométrico es que este facilita el estudio y comprensión
de las simetrías de los sistemas y de las correspondientes magnitudes conservadas.

Es habitual que en las formulaciones mecánicas, ya sea la Newtoniana o la Lagrangiana,
la descripción de los sistemas venga de la mano de ecuaciones diferenciales complicadas
(o incluso imposibles) de resolver analíticamente. Es por esto que surge la necesidad de
buscar formulaciones alternativas de dichos sistemas y una de ellas es la provista por la
Mecánica Discreta. Para ponernos en contexto pensemos el siguiente ejemplo: supongamos
que presenciamos el disparo de una bala de cañón, nosotros usando las ecuaciones de
Newton sabemos cómo será su trayectoria conociendo la velocidad inicial de la bala dada
por la fuerza explosiva y el ángulo de inclinación del cañón. Pero ahora supongamos que
no conocemos la velocidad inicial y lo único que tenemos es una serie de fotos de la
trayectoria en distintos tiempos de esta. Es posible describir el movimiento de la bala
haciendo uso de estas fotos siguiendo una formulación de la mecánica diferente a las que
mencionamos antes: la Mecánica Discreta es una formulación en la que uno de los objetivos
es estudiar ciertos tipos de sistemas dinámicos, como por ejemplo sistemas físicos, en los
que el tiempo es una variable discreta e incluso el espacio podría serlo. En esencia, la
Mecánica Discreta se ocupa de describir sistemas dinámicos por medio de "fotos". La
mayor motivación en el origen de la Mecánica Discreta es la cuestión: dado un sistema
dinámico continuo, ¾cómo se pueden obtener sistemas discretos que aproximen al sistema
continuo? y, de hecho, estudiar cuán buena es esa aproximación. En de�nitiva la Mecánica
Discreta permite generar integradores numéricos para las ecuaciones de movimiento de
un sistema continuo. Lo interesante de esta formulación es que también puede escribirse
usando el lenguaje de la Geometría Diferencial, lo cual luego nos permitirá relacionarla
con la formulación lagrangiana.

Otra disciplina destacada que tomará un papel importante en este trabajo es la Ter-
modinámica, la cual es una rama de la Física que surge del intento de estudiar los llamados
estados de equilibrio de sistemas dinámicos de muchas partículas en los que los paráme-
tros de velocidad y posición de éstas no son conocidos. Lo llamativo de esta disciplina es
que los estados de equilibrio de los sistemas quedan unívocamente determinados por una
pequeña cantidad de variables macroscópicas, a pesar de que a nivel microscópico dicho
sistema se componga de una gigantesca cantidad de partículas puntuales (por lo cual un
estudio mecánico sería computacionalmente imposible). Dichas variables termodinámicas
obedecen a ciertas leyes (leyes de la termodinámica), la primera de las cuales, estable-
ce una relación sobre la conservación de energía, relacionando la energía térmica con la
energía mecánica. Los estados de equilibrio de los sistemas termodinámicos se estudian a
partir de magnitudes tales como la energía interna, la entropía, el volumen y el número
de moles del sistema, o por medio de magnitudes derivadas de las anteriores como la
temperatura y la presión. Por ejemplo, un horno puede ser considerado como un sistema
termodinámico: una caja cerrada con un calentador debajo. Las paredes no dejan escapar
el aire del interior, con lo cual, el número de moles del sistema es constante. Además,
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si suponemos que las paredes son aislantes térmicos perfectos (salvo la pared del calen-
tador), el aire en el interior del horno va aumentando su temperatura gradualmente y a
su vez, intenta expandirse, lo que conlleva a un aumento de la presión sobre las paredes
del sistema. El aumento en la temperatura y la presión se traduce en el aumento de la
energía interna del sistema. Este fenómeno nos muestra que existe una transferencia de
energía: la energía química del gas que alimenta el calentador, se transforma por medio
de la combustión y se transmite en forma de calor, para resultar en la energía interna del
gas dentro del horno. En la Figura 1.1 ilustramos el sistema.

Figura 1.1. Horno cuyas paredes no dejan escapar el aire en su interior.
Las �echas negras indican la presión P ejercida sobre las paredes del sistema.

La realidad es que en la práctica, al momento de modelar un sistema físico, los objetos
usualmente tienen propiedades tanto mecánicas como termodinámicas, que afectan direc-
tamente la dinámica del sistema, por ejemplo: los pistones de un motor de combustión
interna, el ventilador de una turbina o incluso el revestimiento de un cohete. Por esto
surgió la necesidad de crear una nueva formulación que integra la Mecánica y la Termodi-
námica en una sola teoría, que fue llamada Termomecánica. Los sistemas termomecánicos
son sistemas dinámicos que poseen propiedades tanto mecánicas como termodinámicas. El
modelo termomecánico, que trataremos en este trabajo, utiliza como base la formulación
lagrangiana de la mecánica e introduce convenientemente herramientas de la termodiná-
mica que permiten estudiar estos sistemas híbridos. Una versión de la termomecánica que
se dedica a estudiar sólidos (rígidos o deformables) y �uidos, es la Mecánica del Conti-
nuo introducida por Augustin Louis Cauchy, Siméon Denis Poisson y Claude-Louis Marie
Henri Navier a principios del siglo XIX. Sin embargo, el modelo termomecánico que tra-
taremos en este trabajo surge de un enfoque completamente diferente, ya que se trata de
un modelo donde las variables tienen �nitos grados de libertad. En este trabajo segui-
remos principalmente una novedosa propuesta dada por F. Gay-Balmaz y H. Yoshimura
en su artículo [11], en ella se combinan elementos de la mecánica lagrangiana y de la
termodinámica, proponiendo como hipótesis fuerte, el hecho de poder describir los esta-
dos de equilibrio de un sistema termomecánico, por medio de la entropía. Otros autores
que estudiaron el modelo de los sistemas termomecánicos son H. Cendra, S. Grillo y M.
Palacios Amaya en su artículo [7], el cual utilizaremos como inspiración para estudiar
otros ejemplos y contrastar el formalismo propuesto en [11].

2. Motivación y plan de trabajo

En este trabajo estudiaremos distintos aspectos de una clase de sistemas, llamados
sistemas termomecánicos lagrangianos forzados. La motivación detrás del estudio de estos
sistemas, es el hecho de que en la vida real los sistemas mecánicos siempre están ligados a
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la termodinámica. Encontrar la evolución de dichos sistemas puede ser una tarea difícil,
ya que, usualmente está modelada por la solución de ecuaciones diferenciales muy compli-
cadas de resolver. Una forma alternativa de encontrar las trayectorias de dichos sistemas,
es utilizando métodos numéricos, que permitan aproximar la evolución de los sistemas
termomecánicos. Esto lleva la formulación de los sistemas termomecánicos discretos, cuyo
objetivo es la construcción de dichos métodos numéricos, que en este caso, son conocidos
como integradores variacionales.

En este sentido, uno de los objetivos de este trabajo es explicar qué son los sistemas
termomecánicos lagrangianos forzados y dar una fundamentación sólida a ciertos tipos
simples de sistemas termomecánicos discretos. Además, mediante ejemplos, se busca ilus-
trar el tipo de resultado numérico obtenible con los integradores desarrollados por este
camino.

El segundo capítulo de este trabajo es una revisión de temas bien conocidos de la litera-
tura sobre sistemas mecánicos lagrangianos y sistemas mecánicos lagrangianos discretos,
que sirve como motivación para el estudio de los sistemas termomecánicos. Empezare-
mos estudiando los sistemas mecánicos lagrangianos forzados, dando su de�nición y su
dinámica, al mismo tiempo que introducimos un ejemplo ilustrativo del tema. Luego,
desarrollaremos la versión a tiempo discreto de estos sistemas y estudiaremos una versión
discretizada del mismo ejemplo. Para ver más sobre estos temas recomendamos el artículo
de Marsden-West [15]. Al �nal del capítulo, introduciremos algunas nociones básicas de
los sistemas mecánicos con vínculos, para el caso continuo y el caso discreto. Esto último
servirá más tarde para formular los sistemas termomecánicos, cuya de�nición requiere
cierta comprensión de los sistemas de aquel tipo.

En el capítulo tercero, veremos los sistemas termomecánicos lagrangianos que son
el tema principal de este trabajo. Seguiremos el artículo sobre sistemas termomecáni-
cos lagrangianos de F. Gay-Balmaz y H.Yoshimura [11] y completaremos algunos puntos
importantes de ese trabajo. Como en el primer capítulo, inicialmente introduciremos la
versión continua de estos sistemas, cuya dinámica se obtiene a partir de un principio
variacional. En base a ese principio, presentaremos un resultado, el Teorema 3.9, que
permite obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema termomecánico (en vez de
usar directamente el principio variacional). Daremos una demostración detallada de dicho
teorema. Luego introduciremos la versión a tiempo discreto de los sistemas termomecáni-
cos, cuya dinámica estará determinada por un principio variacional análogo al usado para
los sistemas a tiempo continuo. Otra contribución de nuestro trabajo es la demostración
completa de un resultado, el Teorema 3.17, que caracteriza las trayectorias de estos sis-
temas como soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas. Continuaremos viendo
ejemplos ilustrativos de cada tipo de sistema. Luego dedicaremos una sección a introducir
y demostrar un resultado que nos garantizará, bajo ciertas condiciones, la existencia del
�ujo discreto en un sistema termomecánico discreto y discutiremos, en un ejemplo, la
necesidad de imponer esas condiciones para que un sistema admita trayectorias. Finali-
zaremos proponiendo un método para, a partir de un sistema termomecánico continuo,
obtener una familia de sistemas discretos que, idealmente, aproxime su comportamiento.

En el capítulo cuarto estudiaremos dos ejemplos de sistemas termomecánicos elementa-
les, el primero de los cuales fue tratado en el artículo [7]. En el primer ejemplo, trataremos
un sistema conformado por un carro, cuyos ejes rozan al girar y esto da lugar a que sea
interesante estudiar la transformación de su energía cinética en calor y la evolución de
las variables termomecánicas relacionadas. Primero formularemos el sistema de manera
continua y luego, usando las técnicas introducidas en el Capítulo 3, lo formularemos de
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manera discreta utilizando dos discretizaciones diferentes. Luego compararemos los re-
sultados obtenidos a partir de cada una de las discretizaciones. En el segundo ejemplo
estudiaremos un sistema donde la fuerza elástica de un resorte se contrapone a la presión
ejercida por la expansión de un gas dentro de una caja. Este último sistema es interesante
porque servirá para ilustrar los límites del formalismo que estudiamos en el Capítulo 3 y
que proponen en [11].

En el breve capítulo quinto haremos un resumen considerando los puntos más impor-
tantes de este trabajo y presentaremos una lista con las posibles líneas a investigar en el
futuro.

Concluiremos este trabajo con tres apéndices que servirán como resumidas guías de
lectura sobre temas que subyacen a este trabajo. En el Apéndice A se puede ver un
método para resolver la ecuación de recurrencia que estará presente en el ejemplo del
resorte con masa y fricción discreto del Ejemplo 2.22. En el Apéndice B sobre Geometría
Diferencial, se desarrollan algunos tópicos de esta disciplina, que servirá como ayuda para
familiarizarse con el lenguaje matemático que usaremos en este trabajo. Por último, en el
Apéndice C sobre Termodinámica, están resumidas algunas de las herramientas básicas
que utilizaremos de dicha disciplina en este trabajo.





2
Sistemas Mecánicos Lagrangianos

En este capítulo primero abordaremos los sistemas mecánicos lagrangianos, empezan-
do por de�nir qué son y cuál es su dinámica, luego agregaremos el concepto de fuerza
de�niendo su dinámica a partir del Principio de Lagrange-D'Alembert para estos siste-
mas. Ilustraremos las ideas de la primera sección con un ejemplo de sistema mecánico,
usando la formulación lagrangiana presentada. En la segunda parte del capítulo, de for-
ma similar a como haremos en la primera parte, presentaremos la formulación a tiempo
discreto de los sistemas mecánicos lagrangianos, la cual en principio, no tiene relación
alguna con la formulación lagrangiana de los sistemas continuos, sino que son �mundos
paralelos�, que más tarde, en la Sección 4 del Capítulo 3, conectaremos. Finalizaremos el
capítulo repasando algunas nociones básicas sobre sistemas mecánicos con vínculos y sis-
temas mecánicos discretos con vínculos, que serán necesarios para plantear el formalismo
de los sistemas termomecánicos, en el capítulo siguiente.

1. Sistemas mecánicos lagrangianos forzados

En esta primera sección comenzaremos estudiando los sistemas mecánicos lagrangia-
nos, los cuales son sistemas mecánicos que siguen la formulación de Lagrange. Presen-
taremos la de�nición de estos sistemas, con su dinámica y sus ecuaciones de evolución.
Luego introduciremos el concepto de fuerza para introducir los sistemas mecánicos la-
grangianos forzados junto a su dinámica y sus ecuaciones de evolución. Intuitivamente y
siendo simplistas, un sistema mecánico lagrangiano es un sistema dinámico de partículas
con sus interacciones, cuya dinámica puede ser descrita a partir de una función llamada
lagrangiano. Ejemplos de estos tipos de sistemas pueden ser, desde un péndulo simple,
hasta la órbita de un planeta o el sistema solar completo.

Usaremos el lenguaje de la Geometría Diferencial y sugerimos [3] y [14] como material
de consulta. Como libro de referencia para Sistemas Mecánicos, sugerimos [1].

Nota 2.1. En este trabajo usaremos el cali�cativo suave para referirnos tanto a fun-
ciones como a variedades diferenciales de clase C∞.

Definición 2.2. Un sistema mecánico lagrangiano (SML) es un par (Q,L) donde
Q es una variedad diferencial de dimensión n, denominada el espacio de con�guración y
L : TQ −→ R es una función suave, denominada lagrangiano.

Nota 2.3. En los sistemas mecánicos, es frecuente que los lagrangianos sean de la
forma

L(v) = K(v)− V (τ(v)) v ∈ TQ
7
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donde la funciones, V : Q −→ R y K : TQ −→ R, son llamadas energía potencial y
cinética respectivamente. Esta última función suele ser cuadrática y de�nida positiva en
cada �bra de TQ, por lo que de�ne una métrica riemanniana sobre Q.

Un ejemplo es el lagrangiano de una partícula libre en el espacio R3, con masa m, en
un campo gravitatorio con origen en una masa M :

L(x, ẋ) =
1

2
m ‖ẋ‖2︸ ︷︷ ︸
K

+
GM

‖x‖︸︷︷︸
V

donde G es la constante de gravitación universal, x la posición de la partícula de masa
m en el espacio R3 − {0} y ‖x‖ es la distancia de la partícula de masa m a la masa M
ubicada en el origen del sistema de coordenadas.

A continuación formularemos los sistemas mecánicos lagrangianos, para ello, daremos
algunas de�niciones previas.

Sea I ⊂ R un intervalo abierto, una curva sobre Q es una función suave q : I −→ Q. A
continuación veremos que todo SML da lugar a un sistema dinámico. A este �n llamaremos
espacio de caminos C(Q) al conjunto constituido por todas las curvas suaves sobre Q. Se
prueba que C(Q) es una variedad diferencial de dimensión in�nita.

Una variación sobre una curva q(t) es una función suave γ : I × (−ε, ε) −→ Q tal que
γ(t, 0) = q(t) para todo t ∈ I. Diremos que una variación γ es a extremos �jos si para
cualquier s se cumple γ(t0, s) = q(t0) y γ(t1, s) = q(t1), donde t0 y t1 son los extremos de
I.

Una variación in�nitesimal sobre q(t) es una función suave δq : I −→ TQ tal que
δq(t) ∈ Tq(t)Q. Diremos que una variación in�nitesimal δq es a extremos �jos si δq(t0) = 0
y δq(t1) = 0, donde t0 y t1 son los extremos de I.

Asociada a cualquier variación γ, sobre q(t), existe una variación in�nitesimal δq(t) :=
d
ds
γ(t, s)|s=0. Para cada variación in�nitesimal existe una variación γ, no única, que la

genera en este sentido.

Definición 2.4. En un SML (Q,L), una curva q ∈ C(Q) es trayectoria del sistema si
y sólo si, al tomar variaciones in�nitesimales sobre q : [t0, t1] −→ Q a extremos �jos, ésta
es punto crítico del funcional de acción (ver Nota 2.5) S : C(Q) −→ R de�nido mediante

S(q) :=

∫ t1

t0

L(q′(t))dt.

esta condición es conocida como Principio de Hamilton [1, 12].

Nota 2.5. Que q sea punto crítico del funcional de acción signi�ca que

0 =
d

ds

∫ t1

t0

L
(dγ
dt

(t, s)
)
dt
∣∣∣
s=0

para toda variación γ sobre q a extremos �jos.

En la práctica lo más usual es hallar las trayectorias de un sistema mecánico como
soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales, llamadas ecuaciones de evolución o
ecuaciones de Euler�Lagrange.

Teorema 2.6 (Ecuaciones de Euler�Lagrange). Sean (Q,L) un SML, (U, φ) una carta
coordenada de Q y q : I −→ Q una curva en Q tal que q(I) ⊂ U . Entonces q es trayectoria
del sistema si y sólo si se veri�can las siguientes n ecuaciones diferenciales ordinarias:

d

dt

(∂(L ◦ Φ−1)

∂ẋi

)
(x(t), ẋ(t))− ∂(L ◦ Φ−1)

∂xi
(x(t), ẋ(t)) = 0, i = 1, ..., n,
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con (x(t), ẋ(t)) = Φ(q′(t)) donde Φ : TU −→ φ(U) × Rn es la carta coordenada de TQ
que proviene de φ.

Este Teorema es un caso particular del Teorema 3.9 que se demostrará más adelante.
Siguiendo con los sistemas mecánicos, introducimos a continuación a los sistemas for-

zados, que son una extensión muy común de los SML.

Definición 2.7. Dada una variedad diferencial Q, una fuerza es una función suave
F : TQ −→ T ∗Q que preserva las �bras, i.e. F (vq) ∈ T ∗qQ, donde T

∗
qQ es el espacio

cotangente de Q en el punto q y vq ∈ TqQ.

Ejemplo 2.8. Consideremos un potencial suave V : R3 −→ R en Q = R3 y con él
de�namos una fuerza conservativa F : TQ −→ T ∗Q mediante,

F (x, ẋ)(x, δx) = −∇V (x) · δx,
para δx ∈ TxQ.

Consideremos ahora el siguiente lagrangiano para el sistema

L((x1, x2, x3), (ẋ1, ẋ2, ẋ3)) =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2 + ẋ2

3)− V (x1, x2, x3).

Haciendo uso del Teorema 2.6 llegamos a la ecuación

m(ẍ1, ẍ2, ẍ3) +∇V (x1, x2, x3) = 0.

Luego, despejando, obtenemos la ecuación de Newton (1.1)

m(ẍ1, ẍ2, ẍ3) = F ((x1, x2, x3), (ẋ1, ẋ2, ẋ3)).

Esto muestra como los sistemas lagrangianos (sin fuerzas) permiten modelar a los sistemas
que tienen solo fuerzas conservativas.

Una forma alternativa de de�nir una fuerza es como una 1-forma diferencial sobre
la variedad diferencial TQ. Dada F : TQ −→ T ∗Q que preserva las �bras, de�nimos
F̂ : TQ −→ T ∗TQ tal que

F̂ (vq)(wvq) := F (vq)(τQ∗,vq (wvq)), (2.1)

con vq ∈ TqQ y wvq ∈ TvqTQ, donde τQ : TQ −→ Q es la proyección del �brado tangente

y τQ∗,vq : TvqTQ −→ TqQ su diferencial en el punto vq. Al evaluar F̂ sobre un vector

tangente vq ∈ TQ tenemos F̂ (vq) : Tvq(TQ) −→ R.
Luego tenemos el siguiente diagrama:

TvqTQ TqQ

R

-
τQ∗,vq

@
@
@
@
@R

F̂ (vq)

?

F (vq)

Definición 2.9. Diremos que:

Dado vq ∈ TqQ, un vector wvq ∈ TvqTQ es vertical ⇔ τQ∗,vq(wvq) = 0.

Una 1-forma ω sobre TQ es horizontal⇔ ω = 0 sobre todos los vectores verticales.

Lema 2.10. Existe una biyección entre las fuerzas sobre Q (De�nición 2.7) y las 1-
formas horizontales sobre TQ.
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Demostración. Sea F̂ una 1-forma horizontal, entonces de�nimos F : TQ −→
T ∗Q mediante F (vq)(δq) = F̂ (vq)(δw), donde vq, δq ∈ TqQ y δw ∈ TvqTQ es tal que
τQ∗,vq(δw) = δq. Veamos que F está bien de�nida, para ello, consideremos δw,δw′ ∈ TvqTQ
tales que τQ∗,vq(δw) = δq y τQ∗,vq(δw

′) = δq, entonces τQ∗,vq(δw − δw′) = δq − δq = 0

con lo cual δw − δw′ es horizontal. Usando esto tenemos que F̂ (vq)(δw) − F̂ (vq)(δw
′) =

F̂ (vq)(δw − δw′) = 0 por ser F̂ horizontal. Por lo tanto F no depende de la elección del
δw.

Recíprocamente, si F : TQ −→ T ∗Q es una función suave que preserva las �bras,
basta de�nir F̂ como en (2.1).

Veamos que estas dos asignaciones son mutuamente inversas. Para ello consideremos
la fuerza F y con ella construimos la 1-forma horizontal F̂ (vq)(wvq) = F (vq)(τQ∗,vq (wvq)).

Ahora, a partir de F̂ de�nimos F ′(vq)(δq) = F̂ (vq)(δw) con δw ∈ TvqTQ tal que τQ∗,vq (δw) =

δq. De esta forma F ′(vq)(δq) = F̂ (vq)(δw) = F (vq)(δq), así F
′ = F . Recíprocamente si

consideramos la 1-forma horizontal F̂ , con ella construimos F (vq)(δq) = F̂ (vq)(δw), don-
de vq, δq ∈ TqQ y δw ∈ TvqTQ es tal que τQ∗,vq(δw) = δq. Luego si a F le asignamos la

1-forma F̂ ′, tenemos que F̂ ′(vq)(δw) = F (vq)(τQ∗,vq (δw)) = F (vq)(δq) = F̂ (vq)(δw), con

lo cual F̂ = F̂ ′. �

Nota 2.11. La posibilidad de reinterpretar las fuerzas como 1-formas sobre TQ, será
útil en la Sección 2, para motivar la de�nición de fuerza discreta.

La siguiente de�nición puede encontrarse en el Capítulo 2.1 de [12].

Definición 2.12. Sea (Q,L) un SML y F : TQ −→ T ∗Q una fuerza. Un sistema
mecánico lagrangiano forzado (SMLF) es un sistema dinámico de�nido por (Q,L, F ). En
un SMLF, una curva q : [t0, t1] −→ Q, es trayectoria del sistema si satisface la condición:

δ

∫ t1

t0

L(q′(t))dt+

∫ t1

t0

F (q′(t))δqdt = 0,

para todas las variaciones in�nitesimales δq sobre q con extremos �jos. Este principio es
llamado el Principio de Lagrange-D'Alembert.

Nota 2.13. El término izquierdo de la expresión anterior signi�ca tomar una variación
γ(t, s) de q con extremos �jos, que genere δq(t) y calcular la expresión:

δ

∫ t1

t0

L(q′(t))dt =
d

ds

∫ t1

t0

L
(dγ
dt

(t, s)
)
dt
∣∣∣
s=0

.

Teorema 2.14 (Ecuaciones de Lagrange�D'Alembert). Sean (Q,L, F ) un SMLF,
(U, φ) una carta coordenada de Q y q una curva en Q contenida en U . Entonces q es
trayectoria del sistema si y sólo si se veri�can las siguientes n ecuaciones diferenciales
ordinarias:

d

dt

(∂(L ◦ Φ−1)

∂ẋi

)
(x(t), ẋ(t))− ∂(L ◦ Φ−1)

∂xi
(x(t), ẋ(t))

= fi ◦ Φ−1(x(t), ẋ(t)), i = 1, ..., n,

con (x(t), ẋ(t)) = Φ(q′(t)) donde Φ es la función coordenada de TQ asociada a φ y
F =

∑n
j=1 fjdφj es la expresión local de la fuerza en la carta coordenada elegida.

Este resultado se demuestra siguiendo una idea similar a la de la demostración del
Teorema 3.9, la cual escribiremos más adelante.
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Ejemplo 2.15. Consideremos R3 como espacio de con�guración y pensemos en un la-
grangiano L(x, ẋ) := 1

2
m ‖ẋ‖2 correspondiente a una partícula libre y una fuerza F (x, ẋ) =∑3

j=1 fj(x, ẋ)dxj. Haciendo uso del Teorema 2.14 obtenemos las ecuaciones para las tra-
yectorias del sistema:

mẍj = fj(x, ẋ), j = 1, 2, 3.

Estas son las ecuaciones de Newton (1.1) para un sistema formado por una única partícula
en R3 sujeta a una fuerza F .

El Ejemplo 2.15 muestra como la Mecánica Newtoniana (al menos la de una partícula)
se puede obtener a partir de la formulación lagrangiana.

Ejemplo 2.16 (Resorte Con Masa). Un ejemplo de SMLF es el resorte con un extremo
�jo y con una masa en el otro extremo sobre la que actúa una fuerza de rozamiento. En
este sistema, Q = R es el espacio de con�guración y x(t) ∈ R es es la posición de la masa
del resorte.

Figura 2.1. Esquema del SMLF del Ejemplo 2.16

El lagrangiano propuesto es

L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − 1

2
ηx2,

donde m es la masa, η es la constante de elasticidad del resorte. Además, la fuerza que
actúa sobre la masa es F (x, ẋ) = −λẋdx, con λ ≥ 0 el coe�ciente de fricción de la masa
con el aire.

Por el Teorema 2.14 las trayectorias del sistema son las soluciones de la ecuación de
Lagrange-D'Alembert que, en este caso, es mẍ+ ηx = −λẋ.

Existen dos posibles soluciones reales de esta ecuación. La primera, si λ2 − 4ηm ≥ 0
es

x(t) = A1 exp
(−t(√λ2 − 4ηm+ λ)

2m

)
+ A2 exp

(t(√λ2 − 4ηm− λ)

2m

)
.

Pero a nosotros, según las condiciones iniciales que tomaremos, nos interesará el caso
λ2 − 4ηm < 0, para el cual

x(t) = x0e
−t λ

2m

(
cos
(√4ηm− λ2

2m
t
)

+
(2mẋ0 − x0)√

4ηm− λ2
sin
(√4ηm− λ2

2m
t
))
,

donde x0 y ẋ0 son la posición inicial y la velocidad inicial respectivamente.
Si consideramos η = 2 N/m, m = 2 kg, λ = 0.3 N· s/m. El grá�co de x(t) para

condiciones iniciales: x0 = 0.3 m y ẋ0 = 0 m/s aparece en la Figura 2.2
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Figura 2.2. Grá�co de x(t) para el Ejemplo 2.16

2. Sistemas mecánicos lagrangianos discretos forzados

En esta sección introduciremos los sistemas mecánicos lagrangianos discretos, en el
sentido de que el tiempo es discreto 1. Intuitivamente podemos pensar esto como si solo
tuviéramos una serie de fotos del sistema mecánico que queremos estudiar y tuviéramos
que describir su dinámica en base a estas, independientemente de lo que ocurra entre cada
foto. En los sistemas discretos, a diferencia de los sistemas continuos, se puede describir
su dinámica mediante ecuaciones algebraicas.

De forma similar a como hicimos en la sección anterior, de�niremos los sistemas mecá-
nicos lagrangianos discretos, junto a su dinámica y sus ecuaciones de evolución discretas.
Para saber más sobre sistemas mecánicos discretos, sugerimos [15] como material de lec-
tura.

Definición 2.17. Un sistema mecánico lagrangiano discreto con fuerzas (SMLFd) es
una terna (Q,Ld, Fd), donde Q es una variedad diferencial de dimensión n llamada espacio
de con�guración, Ld : Q×Q −→ R es una función suave denominada lagrangiano discreto
y Fd es una 1-forma sobre Q×Q llamada fuerza discreta.

Un SMLFd da lugar a un sistema dinámico con tiempo discreto cuyas trayectorias
de�nimos a continuación.

Dado un intervalo discreto Id = {1, ..., N}, una curva discreta sobre Q, es una función
qd : Id −→ Q. Una variación in�nitesimal de qd es una función δq : Id −→ TQ tal que
δqk ∈ TqkQ y diremos que es a extremos �jos si δq0 = 0 y δqN = 0.

Nota 2.18. Dado que el espacio cotangente a Q×Q en el punto (q−, q+) admite una
descomposición de la forma:

T ∗(q−,q+)(Q×Q) ∼= T ∗q−Q⊕ T ∗q+Q, (2.2)

podemos descomponer la fuerza discreta como Fd = (F−d , F
+
d ). Más explícitamente recor-

dando la dependencia funcional:

Fd(q
−, q+) = (F−d (q−, q+), F+

d (q−, q+)).

Adaptaremos la siguiente de�nición de la dada en la sección 3.2.1 de [15].

1Otra posibilidad es que tanto el tiempo como el espacio sean discretos, en ese caso se reemplaza
la variedad diferencial Q por un complejo simplicial, cuyos vértices son las con�guraciones posibles del
sistema.



2. SISTEMAS MECÁNICOS LAGRANGIANOS DISCRETOS FORZADOS 13

Definición 2.19 (Principio variacional discreto). En un SMLFd (Q,Ld, Fd) una curva
discreta qd es trayectoria del sistema si satisface la condición variacional:

δ
N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1) +
N−1∑
k=0

(F−d (qk, qk+1)δqk + F+
d (qk, qk+1)δqk+1) = 0, (2.3)

para toda variación in�nitesimal δq de qd a extremos �jos.

Nota 2.20. El término izquierdo de la expresión (2.3) signi�ca tomar una variación a
extremos �jos γ(k, s) de q, que genere δq para luego calcular la expresión

δ
N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1) =
d

ds

N−1∑
k=0

Ld(γ(k, s), γ(k + 1, s))
∣∣∣
s=0

=
N−1∑
k=0

(D1Ld(qk, qk+1)δqk +D2Ld(qk, qk+1)δqk+1).

El siguiente resultado permite caracterizar las trayectorias de un SMLFd como solu-
ciones de un sistema de ecuaciones algebraicas.

Teorema 2.21 (Ecuaciones de Lagrange - D'Alembert discretas). Sea (Q,Ld, Fd) un
SMLFd. Una curva discreta qd = (q0, q1, . . . , qN) sobre Q es trayectoria del sistema si y
sólo si se veri�ca la siguiente ecuación algebraica:

D2Ld(qk−1, qk) +D1Ld(qk, qk+1) + F−d (qk, qk+1) + F+
d (qk−1, qk) = 0 ∈ T ∗qkQ, (2.4)

para k = 1, . . . , N − 1.

El Teorema 2.21 se demuestra con técnicas análogas a las usadas en el Teorema 3.17
cuya demostración llevaremos a cabo más adelante.

Ejemplo 2.22. Para ilustrar este principio discreto, podemos aplicarlo a una �versión
a tiempo discreto� del sistema dado en el Ejemplo 2.16. El espacio de con�guración es
Q = R y un posible lagrangiano discreto para el sistema es

Ld(x
−, x+) = h

(1

2
m(

x+ − x−

h
)2 − 1

2
(ηx−)2

)
,

donde h es una constante real no nula, que representa un paso de tiempo.
La fuerza discreta de rozamiento es Fd(x

−, x+) = −hλ(x
+−x−
h

)dx− y según la descom-
posición discutida en la Nota 2.18, en este caso F−d = Fd y F

+
d = 0.

Luego utilizando el Teorema 2.21, las ecuaciones de evolución son(
1 + h

λ

m

)
xk+1 + xk−1 =

(
2− h2 η

m
+ h

λ

m

)
xk , k = 1, 2, ...,

de la cual podemos despejar una fórmula recursiva para la trayectoria xk+1

xk+1 =
1

1 + h λ
m

((2− h2 η

m
+ h

λ

m
)xk − xk−1) , k = 1, 2, ..., (2.5)

En el Apéndice A se muestra cómo obtener la fórmula explícita (A.2) para la trayectoria:

xk = x1

(√
1 + h

λ

m

)1−k
sin(kθ)

sin(θ)
− x0

(√
1 + h

λ

m

)−k
sin((k − 1)θ)

sin(θ)
, (2.6)

con θ tal que,

cos(θ) =
1√

1 + h λ
m

(
1− h

2m

(
hη + λ

))
.
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Consideremos η = 2 N/m, m = 2 Kg, λ = 0.3 N· s/m. Luego, el grá�co de xk para
condiciones iniciales: x0 = 0.3 m y x1 = 0.3 m y h = 0.1 s es la Figura 2.3.

5 10 15 20
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-0.1

0.1

0.2

0.3

Figura 2.3. Grá�co de xk del SMLFd del Ejemplo 2.22.

Si ahora comparamos el grá�co de xk del SMLFd de este ejemplo con el grá�co de x(t)
para el Ejemplo 2.16 tenemos la �gura 2.4.
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Figura 2.4. Comparación de Grá�co 2.2 con el Grá�co 2.3.

Cualitativamente podemos ver que el grá�co de puntos de xk aproxima al grá�co
continuo de x(t), con lo cual en este punto cabe preguntarse: dado un SMLF ¾es posible
asociarle un SMLFd que, de algún modo, lo aproxime? ¾cómo? Más adelante, en la Sección
4 del Capítulo 3, exploraremos una posible respuesta a estas preguntas.

3. Sistemas mecánicos lagrangianos con vínculos

La Mecánica Lagrangiana está interesada en describir sistemas que van más allá de
los comprendidos en la De�nición 2.2, sistemas que no son puramente mecánicos sino que
incluyen restricciones o relaciones entre las variables que los describen. Estas restricciones
son llamadas �vínculos�. En esta breve sección vamos a repasar algunas nociones muy
básicas de los sistemas mecánicos lagrangianos con vínculos, ya que reaparecerán en el
tratamiento de los sistemas termomecánicos. En concreto veremos su de�nición, su diná-
mica y las ecuaciones que permiten hallar sus trayectorias. Para saber más sobre este tipo
de sistemas recomendamos el artículo [6] de H.Cendra y S.Grillo y el libro [2] de A. M.
Bloch.
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Definición 2.23. Un sistema mecánico lagrangiano con vínculos (SMLV) es una cua-
terna (Q,L,CK , CV ) donde Q es una variedad diferencial de dimensión n, L : TQ −→ R es
el Lagrangiano, CK ⊂ TQ es una subvariedad regular: los vínculos cinemáticos y CV ⊂ TQ
es una distribución (De�nición B.18) de dimensión v: los vínculos variacionales.

Definición 2.24. Sea (Q,L,CK , CV ) un SMLV. Una curva q ∈ C(Q) es trayectoria
del sistema si y sólo si q′(t) ∈ CK para todo t y se satisface la condición:

δ

∫ t1

t0

L(q′(t))dt = 0,

para toda variación in�nitesimal sobre q a extremos �jos δq : I −→ TQ tal que δq(t) ∈
CV ∩ Tq(t)Q.

Nota 2.25. Los SMLV generalizan a los SML ya que si en las De�niciones 2.23 y 2.24
consideramos CK = TQ y CV = TQ, obtenemos las De�niciones 2.2 y 2.4 respectivamente.

Consideremos la distribución CV
◦ ⊂ T ∗Q con dimensión n−v, de�nida de la siguiente

manera: para cada q ∈ Q, se veri�ca que CV ◦∩T ∗qQ es el subespacio anulador de CV ∩TqQ.
Sea {Aj}n−vj=1 una base local de CV

◦, es decir, las funciones Aj : CV −→ R, con j =
1, ..., n− v son suaves y cumplen que, en un abierto B ⊂ Q, para cada q ∈ B, el conjunto
{Aj(q)}n−vj=1 es una base de CV

◦ ∩ T ∗qQ. Si tomamos una carta coordenada (U, φ) de Q tal
que U ⊂ B con q ∈ U , podemos escribir las funciones Aj(q) : TqQ −→ R en términos de
funciones suaves wij : U −→ R tales que Aj(q) =

∑n
i=1 w

i
j(q)dqi de modo que al considerar

la base { ∂
∂qi
|q}ni=1 de TqQ, tendremos:

Aj(q)
( ∂

∂qk

∣∣∣
q

)
=

n∑
i=1

wij(q)dqi

( ∂

∂qk

∣∣∣
q

)
= wkj (q).

Definición 2.26. Llamaremos funciones coordenadas de la base {Aj}n−vj=1 respecto de

la carta (U, φ), a las funciones {wij}
i=1,...,n
j=1,...,n−v que de�nimos arriba.

El siguiente resultado nos permite encontrar las trayectorias de un SMLV.

Teorema 2.27 (Ecuaciones de Lagrange�D'Alembert para sistemas con vínculos).
Sean (Q,L,CK , CV ) un SMLV, {Aj}n−vj=1 una base local de CV

◦ en un abierto B ⊂ Q, (U, φ)

una carta coordenada de Q tal que U ⊂ B y {wij}
i=1,...,n
j=1,...,n−v las funciones coordenadas de

dicha base en el abierto U . Sea q una curva en Q contenida en U . Entonces q es trayectoria
del sistema si y sólo si se veri�ca:

(x(t), ẋ(t)) ∈ φ∗,φ−1(x(t))(CK ∩ Tφ−1(x(t))Q) ∀t ∈ (t0, t1),

d

dt

(∂(L ◦ Φ−1)

∂ẋi

)
(x(t), ẋ(t))− ∂(L ◦ Φ−1)

∂xi
(x(t), ẋ(t))

=
n−v∑
j=1

λj(t)wij(x(t)), i = 1, ..., n,

donde x(t) := φ(q(t)) y donde λj(t) ∈ R, j = 1, ..., n − v llamados los multiplicadores de
Lagrange, también son incógnitas del sistema de ecuaciones.

Omitiremos la demostración de este teorema, pero en la página 38 del trabajo de N.
Borda [4] existe una demostración para una versión global de este resultado.
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Ejemplo 2.28. Un ejemplo de sistema mecánico con vínculos es el sistema del disco
rodante vertical. El espacio de con�guración de este sistema es Q = R2 × S1 × S1, donde
la parte R2 con coordenadas (x, y), codi�ca la ubicación en el plano del punto de contacto
del disco vertical y el plano horizontal. El primer S1, con coordenada φ, codi�ca el ángulo
entre el eje x-positivo y el plano que contiene el disco. El segundo S1, con coordenada θ,
es el ángulo de rotación del disco respecto del eje vertical que se forma al unir el centro
de masa del disco con el punto de contacto con el plano horizontal.

El lagrangiano del sistema viene dado por la energía cinética del disco:

L(q, q̇) =
m

2
(ẋ2 + ẏ2) +

I

2
θ̇2 +

J

2
φ̇2,

donde m es la masa del disco y donde I, J son los momentos de inercia del mismo. Los
vínculos variacionales del sistema son los usuales de rotación sin deslizar:

ẋ = R cos(φ)θ̇ ẏ = R sin(φ)θ̇,

donde R es el radio del disco. Luego la distribución de los vínculos variacionales viene
dada por

CV ∩ T(x,y,φ,θ)Q =
〈 ∂

∂φ
,R cos(φ)

∂

∂x
+R sin(φ)

∂

∂y
+

∂

∂θ

〉
⊂ T(x,y,φ,θ)Q. (2.7)

En este sistema los vínculos cinemáticos son los mismos que los vínculos variacionales, i.e.
CK = CV .

4. Sistemas mecánicos lagrangianos discretos con vínculos

Así como existen los sistemas con vínculos continuos, también existe una versión a
tiempo discreto de los mismos. En esta sección haremos un breve repaso sobre sistemas
mecánicos lagrangianos discretos con vínculos (SMLVd) viendo su de�nición, su dinámica
y las ecuaciones para sus trayectorias. Para saber más sobre este tipo de sistemas reco-
mendamos el artículo [10] de J. Fernández, C. Tori y M Zuccalli, también recomendamos
la Tesis de Maestría [4] de N. Borda, el artículo [8] de J. Cortes y S. Martinez y el libro
[9] de J. Cortes.

Definición 2.29. Un sistema mecánico lagrangiano discreto con vínculos (SMLVd)
es una cuaterna (Q,Ld, C

d
K , C

d
V ) donde Q es una variedad diferencial de dimensión n,

Ld : TQ −→ R es el lagrangiano discreto, Cd
K ⊂ Q × Q es una subvariedad regular: los

vínculos cinemáticos discretos y Cd
V ⊂ TQ es una distribución de dimensión v: los vínculos

variacionales discretos.

Definición 2.30. Sea (Q,Ld, C
d
K , C

d
V ) un SMLVd. Una curva qd en Q es trayectoria

del sistema si y sólo si se satisfacen las condiciones:

(qk, qk+1) ∈ Cd
K k = 1, ..., N − 1

δ

N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1) = 0,

para toda variación in�nitesimal sobre qd a extremos �jos δqd : Id −→ TQ tal que δqk ∈
Cd
V ∩ TqkQ para k = 1, ..., N − 1.

Al igual que en el caso continuo, consideraremos la distribución Cd
V
◦ ⊂ T ∗Q con

dimensión n−v, de�nida de la siguiente manera: para cada q ∈ Q, se veri�ca que Cd
V
◦∩T ∗qQ

es el subespacio anulador de Cd
V ∩ TqQ. Entonces, tenemos una base {Aj}n−vj=1 de Cd

V
◦
, de
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modo que las funciones Aj : Cd
V −→ R, con j = 1, . . . , n − v, son suaves y cumplen que,

en un abierto B ⊂ Q, para cada q ∈ B, el conjunto {Aj(q)}n−vj=1 es una base de Cd
V
◦∩T ∗qQ.

El siguiente resultado nos permite encontrar las trayectorias discretas de un SMLVd
como soluciones de un sistema de ecuaciones:

Teorema 2.31. Sean (Q,Ld, C
d
K , C

d
V ) un SMLVd y {Aj(p)}n−vj=1 una base local de Cd

V
◦

en un abierto B ⊂ Q. Sea qd = (q0, . . . , qN) una curva discreta de Q contenida en B,
entonces qd es trayectoria del sistema si y sólo si se veri�ca:

(qk, qk+1) ∈ Cd
K , k = 0, . . . , N − 1,

D2Ld(qk−1, qk) +D1Ld(qk, qk+1) =
n−v∑
j=1

λj(k)Aj(qk), k = 1, . . . , N − 1,

donde λj(k) ∈ R, j = 1, . . . , n− v llamados los multiplicadores de Lagrange, también son
incógnitas del sistema de ecuaciones algebraicas.

Omitiremos la demostración de este teorema, pero en la página 43 de [4] existe una
demostración para una versión global de este resultado.

Ejemplo 2.32. Consideraremos una versión discreta del sistema del disco rodante
vertical discutido en el Ejemplo 2.28. El espacio de con�guración y su interpretación son
las mismas que las de dicho ejemplo. El lagrangiano discreto que propondremos para
q± = (x±, y±, θ±, φ±) es:

Ld(q
−, q+) =

m

2h
((x+ − x−)2 + (y+ − y−)2) +

I

2h
(θ+ − θ−)2 +

J

2h
(φ+ − φ−)2,

donde h > 0 es un parámetro �jo.
Los vínculos variacionales Cd

V son los mismos que en (2.7) y los vínculos cinemáticos
son

Cd
K = {(q−, q+) ∈ Q×Q :x+ − x− = R cos((φ+ + φ−)/2)(θ+ − θ−),

y+ − y− = R sin((φ+ + φ−)/2)(θ+ − θ−)}.

Luego, (Q,Ld, C
d
K , C

d
V ) es un SMLVd.





3
Sistemas Termomecánicos Lagrangianos

En este capítulo estudiaremos algunos sistemas dinámicos que permiten modelar sis-
temas físicos con propiedades tanto mecánicas como termodinámicas. La formulación que
seguiremos a lo largo del capítulo, es la dada por F. Gay-Balmaz y H. Yoshimura en [11].
En la Sección 1 abordaremos únicamente sistemas termomecánicos continuos y luego en
la Sección 2, los sistemas termomecánicos en su versión a tiempo discreto. En la Sección
3 discutiremos la existencia de trayectorias en un sistema termomecánico discreto. Por
último, en la Sección 4 veremos cómo construir un sistema termomecánico discreto, a
partir de uno continuo.

En primera instancia, la novedad de este capítulo es que introduciremos una nueva
variable al espacio de con�guración, llamada entropía, la cual permitirá acoplar el mundo
mecánico y el termodinámico. Con respecto a los sistemas termodinámicos, la descrip-
ción y lenguaje de estos sistemas es bastante diferente a la de los sistemas mecánicos
que venimos estudiando, ya que se trata de sistemas dinámicos compuestos por muchas
partículas para las cuales los parámetros dinámicos (posición y velocidad) no se conocen
con precisión, por lo que no se puede hacer una descripción mecanicista de su evolución.
Sin embargo, la termodinámica permite encontrar una manera de codi�car la evolución
de este tipo de sistemas.

Para la lectura de este capítulo bastará el conocimiento de la teoría clásica de ter-
modinámica del cuasi-equilibrio presente en [5], para más detalles recomendamos ver el
Apéndice C. Los sistemas en cuasi-equilibrio son los que se toman como punto de partida
en [7] y recomendamos lo allí introducido como un breve acercamiento a esta temática.

1. Sistemas termomecánicos lagrangianos

En esta sección principalmente desarrollaremos la formulación propuesta en [11] de
los sistemas termomecánicos y en particular consideraremos algunos casos especiales de
estos. Comenzaremos introduciendo los ingredientes junto a la de�nición de sistema ter-
momecánico lagrangiano forzado.

La de�nición que daremos a continuación puede encontrarse en la sección 2.2 de [11].

Definición 3.1. Un sistema termomecánico lagrangiano forzado (STLF) es la 5-upla
(Q,L, F ext, F fr, PH), donde Q es una variedad diferencial de dimensión n; L : TQ×R −→
R una función suave llamada lagrangiano termomecánico, las fuerzas F ext : TQ× R −→
T ∗Q y F fr : TQ × R −→ T ∗Q, ambas funciones suaves que preservan las �bras, i.e.
si vq ∈ TqQ, F (vq, S) ∈ T ∗qQ y la función PH : TQ × R −→ R, llamada potencia de
transferencia de calor.

19
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Nota 3.2. La con�guración de los STLF está dada por Q×R, donde Qmodela la parte
mecánica del sistema y R es el conjunto donde toma valores la entropía del sistema. En esta
condición se esconde una suposición importante de [11] y es que el estado termodinámico
del sistema queda determinado por la entropía.

Nota 3.3. La condición de adiabaticidad en un sistema termodinámico se da cuando
la transferencia del calor es cero (ver Apéndice C). Por lo tanto, un STLF es adiabático
cuando PH = 0.

Nota 3.4. De modo análogo a lo comentado en la Nota 2.3, en los sistemas termome-
cánicos es común que los lagrangianos sean de la forma

L(v, S) = K(v)− V (τ(v), S). (3.1)

La razón por la que se distinguen dos fuerzas es que la F ext : TQ × R −→ T ∗Q es
la fuerza externa que no modi�ca el estado del sistema termodinámico, mientras que la
F fr : TQ × R −→ T ∗Q es la fuerza de fricción que, idealmente, sí modi�ca el estado
termodinámico del sistema.

Como en el caso de los sistemas mecánicos, podemos dar la reinterpretación de fuerza
como una sección del �brado cotangente F̂ : TQ× R −→ T ∗TQ, tal que

F̂ (vq, S)(wvq) := F (vq, S)(τQ∗,vq(wvq)),

notamos que F̂ es una aplicación que preserva las �bras, i.e. F̂ (vq, S) ∈ T ∗vqTQ.
Ahora veremos que un STLF da lugar a un sistema dinámico como describimos a

continuación.

Definición 3.5. En un STLF (Q,L, F ext, F fr, P ext
H ), una curva (q, S) ∈ C(Q × R),

(q, S) : [t0, t1] −→ Q× R, es trayectoria del sistema si satisface las siguientes ecuaciones,
llamadas vínculos del sistema:

∂L

∂S
(vq, S)δS = F fr(vq, S)δq vínculos variacionales

∂L

∂S
(vq, S)Ṡ = F fr(vq, S)vq − PH(vq, S) vínculos cinemáticos

(3.2)

y la condición:

δ

∫ t1

t0

L(q′(t), S(t))dt+

∫ t1

t0

F ext(q′(t), S(t))δq(t)dt = 0 (3.3)

para todas las variaciones in�nitesimales δq sobre q a extremos �jos y δS sobre S, sujetas
a los vínculos variacionales (3.2).

Nota 3.6. El lado izquierdo de la expresión (3.3) signi�ca tomar una variación a
extremos �jos γ(t, s) de q, que genere δq(t) y una variación β(t, s) de S, que genere δS(t),
para calcular la derivada de la acción evaluada en γ(., s):

δ

∫ t1

t0

L(q′(t), S(t))dt =
d

ds

∫ t1

t0

L
(dγ
dt

(t, s), β(t, s)
)
dt
∣∣∣
s=0

.

Nota 3.7. En [11] los vínculos cinemáticos son llamados vínculos fenomenológicos.

Lema 3.8. Sean una curva (q, S) en Q× R y una variación in�nitesimal a extremos
�jos δq sobre q. Si suponemos que la condición F fr 6= 0 implica que ∂L/∂S 6= 0, entonces
existe una variación in�nitesimal δS sobre S, de modo que la variación in�nitesimal
(δq, δS) satisface los vínculos variacionales (3.2).
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Demostración. Dada una variación δq, queremos hallar δS tal que (δq, δS) satisfaga
los vínculos variacionales (3.2). Para el caso F fr = 0 podemos tomar δS = 0. En el otro
caso, si F fr 6= 0, sabemos que esto implica que ∂L/∂S 6= 0 y podremos despejar

δS =
F fr(vq, S)

∂L/∂S
δq,

de modo que el par (δq, δS) satisface los vínculos variacionales (3.2). �

Ahora vamos a caracterizar las trayectorias de un sistema termomecánico como solu-
ciones de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Teorema 3.9 (Ecuaciones de evolución de un sistema termomecánico). Consideremos
(Q,L, F ext, F fr, P ext

H ) un STLF. Sea (U, φ) una carta coordenada de Q y (q, S) una curva
en Q × R con la imagen de q contenida en U . Supongamos que, si F fr 6= 0 entonces
∂L/∂S 6= 0. Entonces (q, S) es trayectoria del sistema si y sólo si se veri�ca:

d

dt
(
∂(L ◦ Φ̂−1)

∂ẋi
)(x(t), ẋ(t), S(t))− ∂(L ◦ Φ̂−1)

∂xi
(x(t), ẋ(t), S(t))

= (f exti + f fri ) ◦ Φ̂−1(x(t), ẋ(t), S(t)), i = 1, ..., n

∂L ◦ Φ̂−1

∂S
(x(t), ẋ(t), S(t))Ṡ =

n∑
j=1

(f frj ◦ Φ̂−1)(x(t), ẋ(t), S(t))ẋj(t)− (P ext
H ◦ Φ̂−1)(x(t), ẋ(t), S(t))

donde x(t) := φ(q(t)) y Φ̂ = Φ × IdR con Φ : TU −→ φ(U) × Rn la carta coordenada de

TQ que proviene de φ y F ext =
∑n

j=1 f
ext
j dφj y F fr =

∑n
j=1 f

fr
j dφj son las expresiones

locales de las fuerzas en la carta coordenada elegida.

Demostración. Comencemos desarrollando el lado izquierdo de la ecuación (3.3).
Sea (δq, δS) una variación in�nitesimal de la curva (q, S), donde δq tiene extremos �jos
y satisface los vínculos variacionales (3.2), además sea (γ, β) una variación con extremos
�jos en q que la genera.

Descomponemos

δ

∫ t1

t0

L(q′(t), S(t))dt︸ ︷︷ ︸
I

+

∫ t1

t0

F ext(q′(t), S(t))δq(t)dt︸ ︷︷ ︸
II

. (3.4)

Desarrollando I tenemos:

I = δ

∫ t1

t0

L(q′(t), S(t))dt

=
d

ds

∫ t1

t0

L
( d
dt
γ(t, s), β(t, s)

)
dt
∣∣∣
s=0

=
d

ds

∫ t1

t0

(L ◦ Φ̂−1 ◦ Φ̂)
( d
dt
γ(t, s), β(t, s)

)
dt
∣∣∣
s=0

=
d

ds

∫ t1

t0

(L ◦ Φ̂−1)(Φ
( d
dt
γ(t, s)), β(t, s)

)
)dt
∣∣∣
s=0

=
d

ds

∫ t1

t0

(L ◦ Φ̂−1)
(

(φ ◦ γ)(t, s),
d(φ ◦ γ)

dt
(t, s), β(t, s)

)
dt
∣∣∣
s=0
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llamando L̃ = L ◦ Φ̂−1

=
d

ds

∫ t1

t0

L̃
(

(φ ◦ γ)(t, s),
d(φ ◦ γ)

dt
(t, s), β(t, s)

)
dt
∣∣∣
s=0

=

∫ t1

t0

n∑
j=1

[ ∂L̃
∂xj

(. . .)
d(φj ◦ γ)

ds
(t, s)

∣∣∣
s=0

+
∂L̃

∂ẋj
(. . .)

d

ds

d(φj ◦ γ)

dt
(t, s)

∣∣∣
s=0

]
+
∂L̃

∂S
(. . .)

dβ

ds
(t, s)|s=0dt,

donde (. . .) = (x(t), ẋ(t), S(t)). Luego usando que φj ◦ γ es clase C∞ para todo j =
1, . . . , n, se tiene que d

ds
d
dt

(φj ◦ γ)(t, s)|s=0 = d
dt

d
ds

(φj ◦ γ)(t, s)|s=0 = d
dt
dφj(

d
ds
γ(t, s)|s=0) =

d
dt
dφjq(t)(δq) = d

dt
dφjq(t)(

∑n
i=1 δx

i(t) ∂
∂φi

) = d
dt
δxj(t). Entonces, resulta

=

∫ t1

t0

n∑
j=1

[
∂L̃

∂xj
(. . .)δxj(t) +

∂L̃

∂ẋj
(. . .)

d

dt
δxj(t)] +

∂L̃

∂S
(. . .)δS(t)dt

y si integramos por partes obtenemos

=

∫ t1

t0

n∑
j=1

[ ∂L̃
∂xj

(...)δxj(t)− d

dt

( ∂L̃
∂ẋj

)
(...)δxj(t)

]
dt

+
∂L̃

∂ẋj
(...)δxj(t)|t1t0 +

∫ t1

t0

∂L̃

∂S
(...)δS(t)dt.

Sabemos que δq(t0) = 0 y δq(t1) = 0 y como δq(t) =
∑n

i=1 δx
i(t) ∂

∂φi
, entonces δxj(t0) = 0

y δxj(t1) = 0 para todo j con lo cual se anula el término de borde. Además usamos los

vínculos variacionales para obtener
∑n

j=1 f
fr
j dφj de la siguiente forma:∫ t1

t0

∂L̃

∂S
(x(t), ẋ(t), S(t))δS(t)dt =

∫ t1

t0

∂L

∂S
(q′(t), S(t))δS(t)dt

=

∫ t1

t0

F fr(q′(t), S(t))δq(t)dt =

∫ t1

t0

n∑
j=1

f frj (q′(t), S(t))dφjq(t)δq(t)dt

=

∫ t1

t0

n∑
j=1

f frj ◦ Φ̂−1(Φ̂(q′(t), S(t)))dφjq(t)

( n∑
i=1

δxi(t)
∂

∂φi

)
dt

=

∫ t1

t0

n∑
j=1

f frj ◦ Φ̂−1(x(t), ˙x(t), S(t))δx(t)jdt.

En resumen,

I =

∫ t1

t0

n∑
j=1

[ ∂L̃
∂xj

(. . .)δxj(t)− d

dt
(
∂L̃

∂ẋj
)(. . .)δxj(t)

]
dt+

∫ t1

t0

n∑
j=1

f frj ◦ Φ̂−1(. . .)δx(t)jdt.

Por otro lado, desarrollando II:

II =

∫ t1

t0

F ext(q′(t), S(t))δq(t)dt

=

∫ t1

t0

n∑
j=1

f extj (q′(t), S(t))dφjq(t)δq(t)dt
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=

∫ t1

t0

n∑
j=1

f extj ◦ Φ̂−1(Φ̂(q′(t), S(t)))dφjq(t)

( n∑
i=1

δxi(t)
∂

∂φi

)
dt

=

∫ t1

t0

n∑
j=1

f extj ◦ Φ̂−1(x(t), ˙x(t), S(t))δxj(t)dt.

Finalmente el lado izquierdo de (3.3) se convierte en∫ t1

t0

n∑
j=1

[ ∂L̃
∂xj

(. . .)− d

dt

( ∂L̃
∂ẋj

)
(. . .)

]
δxj(t)dt+

∫ t1

t0

n∑
j=1

(f frj + f extj ) ◦ Φ̂−1(. . .)δxj(t)dt

= −
∫ t1

t0

n∑
j=1

[ d
dt

( ∂L̃

∂ẋ(j)

)
(. . .)− ∂L̃

∂xj
(. . .)− (f frj + f extj ) ◦ Φ̂−1(. . .)

]
δxj(t)dt.

Luego la condición (3.3) del principio variacional es equivalente a que:∫ t1

t0

n∑
j=1

[ d
dt

( ∂L̃
∂ẋj

)
(. . .)− ∂L̃

∂xj
(. . .)− (f frj + f extj ) ◦ Φ̂−1(. . .)

]
δxj(t)dt = 0 (3.5)

para toda variación δx que provenga de un par (δq, δS), pero haciendo uso del Lema
3.8, podemos asegurar que δx es arbitrario, salvo por tener extremos �jos. Con lo cual
la ecuación (3.5) es válida para todo δx a extremos �jos y esto es equivalente a que el
coe�ciente que multiplica a cada variación δxj sea 0 para cada j = 1, . . . , n.

Luego, dada una curva (q, S) tal que q(I) ⊂ U , tendremos que es trayectoria del
sistema si y solo si

d

dt
(
∂(L ◦ Φ̂−1)

∂ẋi
)(x(t), ẋ(t), S(t))− ∂(L ◦ Φ̂−1)

∂xi
(x(t), ẋ(t), S(t))

= (f exti + f fri ) ◦ Φ̂−1(x(t), ẋ(t), S(t)), i = 1, ..., n

∂L ◦ Φ̂−1

∂S
(x(t), ẋ(t), S(t))Ṡ =

n∑
j=1

(f frj ◦ Φ̂−1)(x(t), ẋ(t), S(t))ẋj(t)− (P ext
H ◦ Φ̂−1)(x(t), ẋ(t), S(t))

donde la última expresión es el vínculo cinemático (3.2).
�

Nota 3.10. Las ecuaciones de evolución dadas por el Teorema 3.9 son las ecuaciones
(2.4) de [11], donde no hay una deducción rigurosa. Más aún, no mencionan la condición
del Lema 3.8 para poder completar el cálculo variacional, ni nada parecido que permita
un cálculo completo del resultado anterior.

Ejemplo 3.11. Veamos ahora un ejemplo de sistema termomecánico: un resorte con
un extremo �jo, una masa en el otro extremo y, todo, metido en un recipiente adiabático
con un gas ideal (ver Ejemplo C.2), donde no se desprecia la fricción del gas con la masa.

Q = R es el espacio de con�guración de las variables mecánicas idénticas al Ejemplo
2.16 y S es la entropía del gas ideal. Dado que el recipiente es adiabático, se tiene PH = 0.

El lagrangiano del sistema es L(x, ẋ, S) = 1
2
mẋ2−(1

2
ηx2+U0e

α(S−S0)), con U0, S0, α ∈ R
y donde la expresión U0e

α(S−S0) corresponde a la energía interna del gas (C.9). La fuerza
de fricción es F fr(x, ẋ, S) = −λẋdx, con λ ≥ 0 el coe�ciente de fricción de la masa con el
gas. Además, la fuerza externa es F ext = 0.
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Figura 3.1. modelo del resorte para el Ejemplo 3.11

Reemplazando en las ecuaciones (3.2), tenemos que los vínculos cinemáticos son

αU0e
α(S−S0)Ṡ = λẋ2

y los vínculos variacionales son

αU0e
α(S−S0)δS = λẋδx.

Luego, por el Teorema 3.9, las trayectorias (x, S) del sistema son las soluciones de las
ecuaciones {

mẍ+ ηx = −λẋ
αU0e

α(S−S0)Ṡ = λẋ2.
(3.6)

Notemos que ∂L/∂S = αU0αe
α(S−S0) 6= 0, por lo que la hipótesis del Teorema 3.9 se

satisface.
La solución analítica x(t) es la misma del Ejemplo 2.16. Para encontrar la solución analítica
S(t) podemos hacer el cambio de variables ω(t) := eα(S(t)−S0) y obtendremos que ω(t) =
1
U0
λ
∫ t

0
ẋ2(s)ds+ S∞, donde S∞ es una constante positiva. Luego

S(t) =
1

α
Log

( 1

U0

λ

∫ t

0

ẋ2(s)ds+ S∞

)
+ S0

es la expresión para la entropía del sistema. De esta manera resolvemos el sistema de dos
ecuaciones 3.6.

2. Sistemas termomecánicos lagrangianos discretos

En esta sección vamos a introducir la versión a tiempo discreto de los sistemas termo-
mecánicos considerados en la Sección 1.

Definición 3.12. Un sistema termomecánico lagrangiano con fuerzas discreto (STLFd)

es una 5-upla (Q,Ld, F
ext
d , F fr

d , Cd
K), donde Q es una variedad diferencial, Ld es una

aplicación suave Ld : (Q × Q) × (R × R) −→ R llamada Lagrangiano termomecáni-

co discreto, las fuerzas discretas F ext
d : (Q × Q) × (R × R) −→ T ∗(Q × Q) y F fr

d :
(Q × Q) × (R × R) −→ T ∗(Q × Q) son aplicaciones suaves que preservan las �bras, i.e.:
si (q−, q+, S−, S+) ∈ Q × Q × R × R , F (q−, q+, S−, S+) ∈ T ∗(q−,q+)(Q × Q) y Cd

K es una
subvariedad regular de Q×Q× R× R.

Dado un intervalo discreto Id = {1, . . . , N}, una curva discreta sobre (Q×R), es una
función (qd, Sd) : Id −→ Q × R. Una variación in�nitesimal de (qd, Sd) es una función
(δq, δS) : Id −→ T (Q × R) tal que δqk ∈ TqkQ y δSk ∈ TSkR. Por otro lado, estas
de�niciones coinciden con las dadas para los SMLFd cuando el espacio de con�guración
es Q× R por lo que, de algún modo, ya son conocidas.
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Todo STLFd de�ne un sistema dinámico cuyas trayectorias quedan determinadas por
un principio variacional con restricciones y, para de�nir este principio, hay que considerar
los vínculos que se de�nen a continuación.

Definición 3.13. Dado un STLFd (Q,Ld, F
ext
d , F fr

d , Cd
K), para cada (q−, q+, S−, S+) ∈

Q×Q× R× R y cada variación δq± ∈ Tq±Q, δS± ∈ TS±R, de�nimos los vínculos:

Vínculos variacionales discretos:

D3Ld(q
−, q+, S−, S+)δS− +D4Ld(q

−, q+, S−, S+)δS+

= F fr−
d (q−, q+, S−, S+)δq− + F fr+

d (q−, q+, S−, S+)δq+.
(3.7)

Vínculos cinemáticos discretos:

(q−, q+, S−, S+) ∈ Cd
K ⊂ (Q×Q)× (R× R). (3.8)

Lema 3.14. La condición (3.7) de�ne una distribución regular D sobre Q×Q×R×R
cuando D3Ld 6= 0 en todo Q×Q× R× R ó D4Ld 6= 0 en todo Q×Q× R× R.

Demostración. D es el subconjunto de T (Q × Q × R × R) formado por todos los
vectores tangentes (δq−, δq+, δS−, δS+) ∈ T(q−,q+,S−,S+)(Q × Q × R × R) que satisfacen
(3.7) y como esta es una condición lineal en (δq−, . . . , δS+), en cada punto base, D de�ne
un subespacio del tangente (de modo que después tiene sentido hablar de bases de dicho
espacio).

Queremos ver que dado (q−, q+, S−, S+) ∈ Q×Q×R×R hay 2n+1 campos vectoriales
en Q×Q×R×R de�nidos en un entorno de (q−, q+, S−, S+) que son una base de D (en
cada punto).

Tomamos cartas coordenadas (V −, φ−) y (V +, φ+) de Q tales que q− ∈ V − y q+ ∈ V +.
Entonces tenemos los campos vectoriales ∂/∂q−j y ∂/∂q+

j (para j = 1, ..., n).
Supongamos que D4Ld 6= 0 en todo Q×Q× R× R. Entonces de�nimos

δrS =
(

0, 0,
∂

∂S
,
−D3Ld
D4Ld

∂

∂S

)
∈ T (Q×Q× R× R),

δr−j =
( ∂

∂q−j
, 0, 0,

F fr−(∂/∂q−j )

D4Ld

)
∈ T (V − × V + × R× R),

δr+
j =

(
0,

∂

∂q+
j

, 0,
F fr+(∂/∂q+

j )

D4Ld

)
∈ T (V − × V + × R× R).

Es inmediato que estos 2n+1 campos vectoriales son suaves, están en D y son linealmente
independientes en cada punto de su dominio (V −×V +×R×R). Como dim(T (Q×Q×R×
R)) = 2n + 2 y (3.7) es una única condición lineal (escalar) y no nula por ser D4Ld 6= 0,
tenemos que dim(D) = 2n + 1. Luego, los 2n + 1 campos linealmente independientes
tienen que ser una base de D en cada punto. Concluimos que D es regular.

El caso D3Ld 6= 0 es totalmente análogo. �

Lema 3.15. Dadas una curva discreta (qd, Sd) en Q × R y una variación in�nite-
simal δqd sobre qd, si suponemos que D3Ld(qj, qj+1, Sj, Sj+1) 6= 0 para todo j o que
D4Ld(qj, qj+1, Sj, Sj+1) 6= 0 para todo j, entonces existe una variación in�nitesimal δSd
sobre Sd de modo que la variación in�nitesimal (δqd, δSd) satisface (3.7).

Demostración. Si D3Ld 6= 0 sobre la curva, podemos �jar un valor del último δSN
y así despejar δSN−1 de la igualdad en (3.7), luego podremos seguir despejando δSN−2 y
así, hasta δS0.

Si D4Ld 6= 0 sobre la curva, podemos �jar un valor de δS0 y así, poniendo δS− = δS0

y δS+ = δS1 en (3.7), se puede despejar δS1 de la igualdad. Luego podremos seguir
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despejando δS2 y así, hasta δSN . Entonces la variación (δqd, δSd) construida satisface
(3.7). �

Todo STLFd permite de�nir un sistema dinámico cuyas trayectorias se de�nen a con-
tinuación. Dicha de�nición puede encontrarse en la Sección 3.2 de [11].

Definición 3.16. Sea (Q,Ld, F
ext
d , F fr

d , Cd
K) un STLFd. Una curva discreta (qd, Sd) :

Id −→ Q×R que está sujeta a los vínculos cinemáticos (3.8) es trayectoria del sistema si
satisface:

δ

N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1) +
N−1∑
k=0

F ext
d (qk, qk+1, Sk, Sk+1)(δqk, δqk+1) = 0, (3.9)

para todas las variaciones in�nitesimales δq sobre qd a extremos �jos y variaciones δS,
tales que se satisfacen los vínculos variacionales (3.7).

El siguiente resultado permite caracterizar a las trayectorias de un STLFd como las
soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas.

Teorema 3.17 (Ecuaciones de evolución para sistemas termomecánicos discretos).

Sea (Q,L, F ext
d , F fr

d , Cd
K) un STLFd. Supongamos que D3Ld 6= 0 en (Q×Q)× (R×R) o

que D4Ld 6= 0 en (Q×Q)× (R×R). Una curva discreta (qd, Sd) es trayectoria del sistema
si y solo si se veri�can las siguientes ecuaciones algebraicas:

D1Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1) +D2Ld(qk−1, qk, Sk−1, Sk)

+ F−d (qk, qk+1, Sk, Sk+1) + F+
d (qk−1, qk, Sk−1, Sk) = 0 ∈ T ∗qkQ, k = 1, . . . , N − 1.

(3.10)

(qk, qk+1, Sk, Sk+1) ∈ Cd
K , k = 0, . . . , N − 1 (3.11)

Donde F−d = F ext−
d + F fr−

d y F+
d = F ext+

d + F fr+
d .

Nota 3.18. Cd
K es una subvariedad regular, por lo que se la puede describir localmente

como el conjunto de ceros de varias funciones reales. Esta descripción permite ver a la
condición (qk, qk+1, Sk, Sk+1) ∈ Cd

K como un conjunto de ecuaciones.

Demostración. Comenzamos desarrollando el lado izquierdo de la ecuación (3.9).
Sea una variación in�nitesimal (δqk, δSk) de (q, S) que satisface (3.7), con δq a extremos
�jos y sea (γ(t, s), β(t, s)) la variación que genera (δqk, δSk).

δ
N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1) =
d

ds

N−1∑
k=0

Ld(γ(k, s), γ(k + 1, s), β(k, s), β(k + 1, s))
∣∣∣
s=0

=
N−1∑
k=0

[
D1Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)δqk +D2Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)δqk+1

+D3Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)δSk +D4Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)δSk+1

]
,

entonces,

δ
N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)+

N−1∑
k=0

F ext−
d (qk, qk+1, Sk, Sk+1)δqk + F ext+

d (qk, qk+1, Sk, Sk+1)δqk+1
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=
N−1∑
k=1

[
D2Ld(qk−1, qk, Sk−1, Sk) +D1Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)

]
δqk

+
N−1∑
k=0

[
D4Ld(qk−1, qk, Sk−1, Sk) +D3Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)

]
δSk+

+D3Ld(q0, q1, S0, S1)δS0 +D4Ld(qN−1, qN , SN−1, SN)δSN

+D1Ld(q0, q1, S0, S1)δq0 +D2Ld(qN−1, qN , SN−1, SN)δqN

+
N−1∑
k=1

[
F ext−
d (qk, qk+1, Sk, Sk+1) + F ext+

d (qk−1, qk, Sk−1, Sk)
]
δqk

+F ext−
d (q0, q1, S0, S1)δq0 + F ext+

d (qN−1, qN , SN−1, SN)δqN ,

usando el vínculo variacional discreto (3.7) y sabiendo que δq0 = δqN = 0, se anulan los
términos de borde y se tiene que

=
N−1∑
k=1

(D2Ld(qk−1, qk, Sk−1, Sk) +D1Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1))δqk

+
N−1∑
k=1

[
F fr−(qk, qk+1, Sk, Sk+1) + F fr+

d (qk−1, qk, Sk−1, Sk)
]
δqk+

+
N−1∑
k=1

[
F ext−(qk, qk+1, Sk, Sk+1) + F ext+(qk−1, qk, Sk−1, Sk)

]
δqk

=
N−1∑
k=1

[
D2Ld(qk−1, qk, Sk−1, Sk) +D1Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)+

(F fr−
d + F ext−

d )(qk, qk+1, Sk, Sk+1) + (F fr+
d + F ext+

d )(qk−1, qk, Sk−1, Sk)
]
δqk,

(3.12)

para toda variación δqk sobre qk que provenga de un par (δq, δS) que satisfaga los vínculos
variacionales discretos (3.7). Pero por el Lema 3.15, sabemos que para cualquier variación
in�nitesimal δqk sobre qk y con extremos �jos, existe una variación in�nitesimal δSk sobre
Sk tal que (δqk, δSk) es una variación in�nitesimal sobre (qk, Sk) con extremos �jos en q
y que satisface (3.7).

Supongamos ahora que (qd, Sd) es una trayectoria del sistema, por lo que, por el
Principio (3.9) la expresión izquierda de (3.9) se anula para toda variación in�nitesimal
sobre (qd, Sd) a extremos �jos en q y que satisface (3.7). Por la reescritura del lado izquierdo
de (3.9) hecha más arriba, sabemos que (3.12) se anula para todo δqk, lo que sólo es
posible cuando los coe�cientes de δqk en (3.12) son nulos. Pero estos coe�cientes son el
lado izquierdo de la ecuación (3.10), lo cual nos lleva a la validez de ésta. Por otro lado,
la segunda ecuación (3.11) vale porque las trayectorias satisfacen los vínculos cinemáticos
discretos (3.7).

Recíprocamente, si ahora consideramos (qd, Sd) una curva discreta que satisface (3.10)
y (3.11), sea (δqk, δSk) una variación in�nitesimal sobre (qd, Sd) donde qd tiene extremos
�jos y satisface (3.7). Por el desarrollo anterior

δ

N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)+
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N−1∑
k=0

F ext−(qk, qk+1, Sk, Sk+1)δqk + F ext+(qk, qk+1, Sk, Sk+1)δqk+1

=
N−1∑
k=1

(
D2Ld(qk−1, qk, Sk−1, Sk) +D1Ld(qk, qk+1, Sk, Sk+1)

(F fr− + F ext−)(qk, qk+1, Sk, Sk+1) + (F fr+ + F ext+)(qk−1, qk, Sk−1, Sk)
)
δqk = 0,

entonces, (qk, Sk) satisface la condición variacional del Principio de Lagrange�D'Alembert
(3.9) y la condición (3.11) asegura que se satisfacen los vínculos cinemáticos (3.8). Enton-
ces, por dicho Principio, concluimos que (qk, Sk) es una trayectoria del sistema.

�

Nota 3.19. Se ve de la demostración del Teorema 3.17 que, en realidad alcanza con
que la condición D3Ld(q

−, q+, S−, S+) 6= 0 o D4Ld(q
−, q+, S−, S+) 6= 0, sea válida para

puntos (q−, q+, S−, S+) sobre la curva qd en cuestión.

Nota 3.20. Al igual que en el caso continuo, las ecuaciones de evolución dadas por el
Teorema 3.17 son las ecuaciones (3.12) de [11], donde no hay una deducción de estas, ni
tampoco mencionan la condición del Lema 3.15 que permite realizar esta deducción.

Ejemplo 3.21. Ejempli�caremos con una �versión a tiempo discreto� del sistema dado
en el Ejemplo 3.11. El espacio de con�guración es Q = R y el lagrangiano discreto que
proponemos es

Ld(x
−, x+, S−, S+) = h

(1

2
m
(x+ − x−

h

)2

−
(1

2
η(x−)2 + U0e

α(S−−S0)
))
,

con U0, S0, α ∈ R y h una constante real no nula, que representa un paso de tiempo.
Además, las fuerzas de fricción discreta que proponemos son F fr−

d (x−, x+, S−, S+) =

−hλ(x
+−x−
h

)dx− y F fr+ = 0, donde λ ≥ 0 es el coe�ciente de fricción de la masa con el
gas.

Los vínculos cinemáticos discretos (3.8) para este sistema son

αU0e
α(S−−S0)(S+ − S−) =

λ

h
(x+ − x−)2

y los vínculos variacionales discretos (3.7) son

αU0e
α(S−−S0)δS− =

λ

h
(x+ − x−)δx−.

Por lo tanto, por el Teorema 3.17, tendremos las siguientes ecuaciones de evolución
xk+1 = 1

1+h λ
m

((2− h2 η
m

+ h λ
m

)xk − xk−1)

k ≥ 1

Sk+1 = 1
h

λ
αU0

e−α(Sk−S0)(xk − xk−1)2 + Sk.

3. Existencia de �ujo

En esta sección introduciremos algunas de�niciones sobre la regularidad de un STLFd
y probaremos un resultado que, bajo ciertas hipótesis, nos garantizará la existencia de un
�ujo discreto para las trayectorias estos sistemas.
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Nota 3.22. Recordando la de�nición, tenemos que una curva discreta qd : Id −→ Q×R
se puede escribir como qd = ((q0, S0), (q1, S1), . . . , (qN , SN)). Por conveniencia, en esta
sección, utilizaremos esta notación para referirnos a listas de elementos en un STLFd, con
lo cual, admitiremos el abuso de notación en el argumento de las funciones con dominio
(Q × Q) × (R × R) (por ejemplo: Ld : (Q × R)2 −→ R en vez de Ld : Q2 × R2 −→ R).
Ocasionalmente, llamaremos zj := (qj, Sj), con j = 0, . . . , N a dichos puntos.

Definición 3.23. Sea (Q,Ld, F
ext
d , F fr

d , Cd
K) un STLFd. De�nimos las aplicaciones

FfL±d : (Q×R)2 −→ T ∗Q, llamadas Transformadas de Legendre discretas termomecánicas:

FfL−d (q−, S−, q+, S+) := (q−,−D1Ld(q
−, S−, q+, S+)− F−d (q−, S−, q+, S+)),

FfL+
d (q−, S−, q+, S+) := (q+, D3Ld(q

−, S−, q+, S+) + F+
d (q−, S−, q+, S+)),

(3.13)

donde notamos F±d := F fr±
d + F ext±

d .

Nota 3.24. Las ecuaciones del Teorema 3.17 para un STLFd (Q,Ld, F
ext
d , F fr

d , Cd
K),

pueden reescribirse de la siguiente manera:{
FfL−d (qk, Sk, qk+1, Sk+1) = FfL+

d (qk−1, Sk−1, qk, Sk) , k = 1, ..., N − 1,

(qk−1, Sk−1, qk, Sk) ∈ Cd
K , k = 1, ..., N.

(3.14)

Definición 3.25. Sea (Q,Ld, F
ext
d , F fr

d , Cd
K) un STLFd, donde Cd

K = ρ−1
d ({0}) para

una función suave ρd : (Q × R)2 −→ R, que tiene a 0 por valor regular. Diremos que el
sistema es regular si, para cada (q−, S−, q+, S+) ∈ Cd

K , las aplicaciones lineales(
D3FfL−d (q−, S−, q+, S+) D4FfL−d (q−, S−, q+, S+)
D3ρd(q

−, S−, q+, S+) D4ρd(q
−, S−, q+, S+)

)
: Tq+Q⊕ R −→ T ∗q−Q⊕ R(

D1FfL+
d (q−, S−, q+, S+) D2FfL+

d (q−, S−, q+, S+)
D1ρd(q

−, S−, q+, S+)) D2ρd(q
−, S−, q+, S+)

)
: Tq−Q⊕ R −→ T ∗q+Q⊕ R

son ambas isomor�smos.

Teorema 3.26 (Existencia de �ujo). Sea (Q,Ld, F
ext
d , F fr

d , Cd
K) un STLFd regular,

donde Cd
K = ρ−1

d ({0}) para una función suave ρd : (Q × R)2 −→ R, que tiene a 0 por
valor regular. Supongamos que D2Ld 6= 0 en (Q×R)2 o que D4Ld 6= 0 en (Q×R)2. Dada
una trayectoria (z0, z1, z2) ∈ (Q×R)3 del sistema, existen entornos abiertos U de (z0, z1)
y V de (z1, z2) en Cd

K y un difeomor�smo Θ : U −→ V , tales que:

Θ(z0, z1) = (z1, z2),
Si Θ(u0, u1) = (u1, u2) para (u0, u1) ∈ U , entonces (u0, u1, u2) es trayectoria del
sistema.

Demostración. La existencia de �ujo en el sistema es un asunto local. Entonces,
en vez de trabajar con la variedad Q podemos tomar coordenadas locales y trabajar
con abiertos de Rn. Vamos a suponer entonces que Q = Rn e identi�caremos T ∗Q con
Q × Q∗ ∼= Rn × Rn (usando en Q = Rn el producto interno canónico). En adelante
llamaremos uj := (qj, Sj), con j = 0, 1, 2, a los puntos de Q× R.

De�nimos las aplicaciones η : (Q × R)3 −→ Q × Q, η̂ : (Q × R)3 −→ Q y Φ :
(Q× R)3 −→ Q× R:

η(u0, u1, u2) := FfL−d (u1, u2)− FfL+
d (u0, u1),

η̂ := π2 ◦ η,
Φ(u0, u1, u2) := (η̂(u0, u1, u2), ρd(u1, u2)− ρd(u0, u1)).
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La idea es que, como η(u0, u1, u2) ∈ T ∗q1Q, podemos escribir η(u0, u1, u2) = (q1, η̂(u0, u1, u2)),
de modo que la información relevante está en η̂.

Por hipótesis D2Ld 6= 0 ó D4Ld 6= 0, por lo que podemos usar el Teorema 3.17
y, en consecuencia, caracterizar las trayectorias del sistema mediante (3.14). Entonces,
(u0, u1, u2) es trayectoria del sistema si y sólo si ρd(u0, u1) = 0 y Φ(u0, u1, u2) = (0, 0).

Según el enunciado, tenemos la trayectoria (z0, z1, z2) ∈ (Q×R)3, con lo cual Φ(z0, z1, z2) =
(0, 0). Tenemos que

D3Φ(z0, z1, z2) =

(
D3η̂(z0, z1, z2)
D2ρd(z1, z2)

)
=

(
D2FfL−d (z1, z2)
D2ρd(z1, z2)

)
,

es decir,

D3Φ(z0, z1, z2) =

(
D3FfL−d (q1, S1, q2, S2) D4FfL−d (q1, S1, q2, S2)
D3ρd(q1, S1, q2, S2) D4ρd(q1, S1, q2, S2)

)
. (3.15)

Ahora, como el sistema es regular y estamos evaluando sobre una trayectoria, tenemos
que D3Φ(z0, z1, z2) es un isomor�smo. Entonces, por el Teorema de la Función Implícita,
existe un entorno abierto B ⊂ (Q × R)2 que contiene a (z0, z1) y una función suave
H : B −→ (Q×R) tal que, H(z0, z1) = z2 y, para cada (u0, u1) ∈ B, Φ(u0, u1, H(u0, u1)) =
(0, 0).

Ahora de�nimos la aplicación Θ : B −→ (Q × R)2 por Θ(u0, u1) := (u1, H(u0, u1)).
En general, la matriz

DΘ(u0, u1) =

(
0 1

D1H(u0, u1) D2H(u0, u1)

)
,

es invertible si y solo si D1H(u0, u1) es invertible. Como Φ(u0, u1, H(u0, u1)) = (0, 0) para
todo (u0, u1) ∈ B, obtenemos que

0 = D1Φ(u0, u1, H(u0, u1)) +D3Φ(u0, u1, H(u0, u1))D1H(u0, u1).

Entonces, como sabemos que D3Φ(z0, z1, z2) es un isomor�smo,

D1H(z0, z1) = −(D3Φ(z0, z1, z2))−1D1Φ(z0, z1, z2).

Con lo cual, D1H(z0, z1) es un isomor�smo si y solo si D1Φ(z0, z1, z2) es un isomor�smo.
Haciendo un desarrollo paralelo a (3.15) y usando la regularidad del sistema, se prueba
que D1Φ(z0, z1, z2) es un isomor�smo.

Por el desarrollo anterior y el Teorema de la Función Inversa, tenemos que Θ es
un difeomor�smo local en (z0, z1). Más explícitamente, existe un subconjunto abierto
B′ ⊂ B ⊂ (Q × R)2, que contiene a (z0, z1), tal que Θ|B′ : B′ −→ Θ(B′) ⊂ (Q × R)2 es
un difeomor�smo. En particular, (z1, z2) = Θ(z0, z1) ∈ Θ(B′).

Todavía hay un pequeño detalle técnico: notemos que (u0, u1, H(u0, u1)) es �casi�
una trayectoria del sistema, pero no podemos asegurar que lo sea, pues sabemos que
ρd(u0, u1) = ρd(u1, H(u0, u1)), pero podría ser ρd(u0, u1) 6= 0 (si (u0, u1) /∈ Cd

K), es decir,
la curva (u0, u1, H(u0, u1)) no tiene por que satisfacer los vínculos cinemáticos. Podemos
arreglar este problema poniendo una nueva restricción: B′∩Cd

K es una subvariedad embe-
bida de B′ y tendremos que, Θ|B′∩CdK : B′ ∩Cd

K −→ Θ(B′ ∩Cd
K) es un difeomor�smo, que

de hecho, es el �ujo local del sistema de�nido cerca de la trayectoria (z0, z1, z2). Luego, el
enunciado es verdadero si tomamos los entornos U = B′ ∩ Cd

K y V = Θ(B′ ∩ Cd
K). �

Nota 3.27. Se observa en la demostración que no son necesarias las condiciones
D2Ld 6= 0 o D4Ld 6= 0 en todo el dominio. Alcanza con que una de las dos condicio-
nes valga en (z0, z1) y (z1, z2).
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Nota 3.28. Remarcamos que una hipótesis fuerte en el Teorema 3.26, es tener una
trayectoria del sistema (z0, z1, z2) ∈ (Q × R)3, además de la condición de regularidad.
Esto se debe, fundamentalmente, a que el Teorema de la Función Implícita parte de un
punto solución de una ecuación (y una condición de regularidad) para demostrar que hay
una solución de�nida en un entorno de dicho punto. Sin esa hipótesis el argumento puede
fallar, como mostraremos a continuación.

Ejemplo 3.29. Mostraremos que, para un STLFd regular, no necesariamente existen
trayectorias. Consideremos Q = R, α ∈ R y sean

Ld(q
−, S−, q+, S+) :=

∫ q−+q+

0

Arctan(x)dx+ αq+ + S−,

F fr−
d (q−, S−, q+, S+) := eS

−
dq− y F fr+

d (q−, S−, q+, S+) := eS
+

dq+,

donde Arctan es la rama principal del arcotangente, tomando valores en (−π
2
, π

2
). Adicio-

nalmente consideremos el conjunto de los vínculos cinemáticos

Cd
K = ρ−1

d ({0}) ⊂ (Q× R)2 para ρd(q
−, S−, q+, S+) := S− + S+.

Notar que ρd es una función suave, por lo tanto, Cd
K es una subvariedad regular.

Consideremos el sistema (Q,Ld, F
ext
d = 0, F fr

d , Cd
K) y calculemos las transformadas de

Legendre discretas (3.13).

FfL−d (q−, S−, q+, S+) = −(Arctan(q− + q+) + eS
−

)dq−,

FfL+
d (q−, S−, q+, S+) = (Arctan(q− + q+) + α + eS

+
)dq+.

Entonces,(
D3FfL−d (q−, S−, q+, S+) D4FfL−d (q−, S−, q+, S+)
D3ρd(q

−, S−, q+, S+) D4ρd(q
−, S−, q+, S+)

)
=

(
− 1

1+(q−+q+)2
0

0 1

)
,

(
D1FfL+

d (q−, S−, q+, S+) D2FfL+
d (q−, S−, q+, S+)

D1ρd(q
−, S−, q+, S+)) D2ρd(q

−, S−, q+, S+)

)
=

(
1

1+(q−+q+)2
0

0 1

)
.

Podemos ver queD2Ld(q
−, S−, q+, S+) = 1, entonces se cumplen las hipótesis del Teorema

3.17, salvo la existencia de una trayectoria inicial. Si reemplazamos en las ecuaciones
(3.14), explícitamente tendremos

S0 + S1 = 0,

S1 + S2 = 0,

−Arctan(q1 + q2)− eS1 = Arctan(q0 + q1) + α + eS1 .

En particular, si reescribimos la tercera ecuación, tenemos que ((q0, S0), (q1, S1), (q2, S2))
es trayectoria del sistema si y sólo si

−(Arctan(q1 + q2) + Arctan(q0 + q1)) = α + 2eS1 .

Pero si tomamos α ≥ π, el lado izquierdo de la igualdad toma valores en (−π, π), con lo
cual la ecuación no tiene solución y, por lo tanto, el sistema no admite trayectorias.

Entonces, vemos que no todos los STLFd regulares admiten trayectorias. Es muy
probable que aquellos sistemas que surgen por una �discretización� de un STLF, que
construiremos en la siguiente sección, tengan trayectorias. Lamentablemente, no hay un
análisis de errores que nos permita garantizar esta última hipótesis.
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Nota 3.30. En [11], los autores enuncian la condición de regularidad para sistemas
termomecánicos discretos y dicen que éstas implican la existencia de �ujo para un sistema
de este tipo, sin proveer ningún argumento. Como vemos en el Ejemplo 3.29, no todo
sistema termomecánico regular tiene trayectorias, contradiciendo la a�rmación de [11].
Por otro lado, el Teorema 3.26 muestra que con la hipótesis adicional de tener al menos
una trayectoria del sistema regular discreto, entonces se puede asegurar la existencia de
�ujo local.

4. Discretización de sistemas termomecánicos

En esta sección responderemos las preguntas que quedaron pendientes al �nal de la
Sección 2 del Capítulo 2, es decir, veremos una manera de asociar un STLFd a un STLF,
usando como ingrediente esencial un dato conocido como aplicación de diferencias �nitas.
El proceso de discretización descrito será ilustrado en el Capítulo 4, con ejemplos que
mostrarán tanto la realización concreta del mismo, como la comparación entre la evolución
del sistema continuo y la del sistema discreto construido.

Usualmente, las discretizaciones son difeomor�smos locales entre TQ y Q×Q y la idea
de las aplicaciones de diferencias �nitas es agregar algunas condiciones para controlar
mejor el comportamiento de estos difeomor�smos locales. La noción de aplicación de
diferencias �nitas fue introducida por R. McLachlan y M. Perlmutter en la De�nición 6
de [16].

Definición 3.31. Sea X una variedad diferencial, N0(∆X) un entorno abierto de la
diagonal de X×X y T0X un entorno abierto de la sección nula de TX. Un difeomor�smo

ψX : N0(∆X) −→ T0X,

es una aplicación de diferencias �nitas de X si satisface:

ψX(p, p) = 0p ∀p ∈ X.

Teniendo las variedades Q y R junto a las aplicaciones de diferencias �nitas ψQ y ψR,
podemos construir la siguiente aplicación de diferencias �nitas:

ψ = ψQ × ψR : N0(∆Q)×N0(∆R) −→ T0Q× T0R,

ψ(q−, q+, S−, S+) = (ψQ(q−, q+), ψR(S−, S+)).

Utilizaremos esta aplicación para construir un sistema termomecánico discreto a partir
de uno continuo.

Nota 3.32. En adelante, únicamente consideraremos sistemas termomecánicos en los
que PH = 0. Esto será para simpli�car la construcción del conjunto Cd

K , de los vínculos
cinemáticos discretos.

Supongamos que tenemos (Q,L, F ext, F fr, PH) un STLF con PH = 0 y una aplicación
de diferencias �nitas ψ como de�nimos arriba. Veamos como podemos construir un STLFd
a partir de estos ingredientes.

Consideremos la función ψ̃ : (Q×Q)× (R× R) −→ TQ× R, tal que

ψ̃ = ψQ × (τR ◦ ψR). (3.16)

A partir del lagrangiano L, de�nimos el lagrangiano discreto:

Ld := hL ◦ ψ̃, (3.17)

donde h ∈ R es el parámetro de �paso de tiempo�.
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A partir de las fuerzas F : TQ× R −→ T ∗Q, donde F = F ext o F = F fr, obtenemos
las fuerzas horizontales F̂ : TQ× R −→ T ∗TQ. Explícitamente, si wvq ∈ TvqTQ,

F̂ (vq, S)(wvq) := F (vq, S)(τQ∗,vq (wvq)).

Con estas aplicaciones podremos construir las fuerzas discretas.
Notar que, en cada punto, T ∗(v,S)(TQ×R) ∼= T ∗v TQ⊕T ∗SR, con lo cual, podemos de�nir

F̂E : TQ × R −→ T ∗(TQ × R) como la extensión F̂E := (F̂ , 0), de modo que F̂E es una
1-forma sobre TQ × R. Usaremos esto para de�nir una nueva función FEd, mediante el
pullback de la 1-forma F̂E por ψ̃ (ver De�nición B.20):

FEd := hψ̃∗(F̂E) : Q×Q× R× R −→ T ∗(Q×Q× R× R),

donde h es un parámetro real y el subíndice �E �, indica que la discretización se hizo sobre
la 1-forma F̂E. Explícitamente, al evaluar en un vector (wQ×Q, wR×R) ∈ T (Q×Q×R×R),
tendremos:

FEd(q
−, q+, S−, S+)(wQ×Q, wR×R) = hF̂E(ψ̃(q−, q+, S−, S+))(ψ̃∗,(q−,q+,S−,S+)(w

Q×Q, wR×R)

= hF̂E(ψ̃(q−, q+, S−, S+))(ψQ∗,(q−,q+)
(wQ×Q), (τR ◦ ψR)∗,(S+,S−)(w

R×R))

= hF̂ (ψ̃(q−, q+, S−, S+))(ψQ∗,(q−,q+)
(wQ×Q)).

Así, tenemos el siguiente diagrama:

T ∗(TQ× R) T ∗(Q×Q× R× R)

TQ× R Q×Q× R× R

6

F̂E

6

FEd=hψ̃∗(F̂E)

�
ψ̃

Si evaluamos FEd en vectores de la forma (0, 0, δS−, δS+) ∈ T (Q × Q × R × R),
obtenemos

FEd(q
−, q+, S−, S+)(0, 0, δS−, δS+) = hF̂ (ψ̃(q−, q+, S−, S+))(ψQ∗,(q−,q+)

(0, 0)) = 0.

El espacio T ∗(Q × Q) se puede identi�car con el sub�brado de T ∗(Q × Q × R × R)
formado por todos los covectores que se anulan sobre vectores tangentes de la forma
(0, 0, δS−, δS+). Consecuentemente, FEd de�ne una función:

Fd : Q×Q× R× R −→ T ∗(Q×Q),

Explícitamente, si wQ×Q ∈ T(q−,q+)(Q×Q),

Fd(q
−, q+, S−, S+)(w(q−,q+)) = hF̂ (ψ̃(q−, q+, S−, S+))(ψQ∗,(q−,q+)

(w(q−,q+))). (3.18)

Notar que Fd(q
−, q+, S−, S+) ∈ T ∗(q−,q+)(Q×Q), con lo cual, Fd preserva las �bras.

Finalmente tenemos el siguiente diagrama:

T ∗TQ T ∗(Q×Q)

TQ× R Q×Q× R× R

6

F̂

6

Fd

�
ψ̃



34 3. SISTEMAS TERMOMECÁNICOS LAGRANGIANOS

Fd es la fuerza discreta que vamos a usar para construir el sistema discreto asociado
al sistema continuo.

Ahora vamos a construir el conjunto Cd
K a partir de los vínculos cinemáticos. Para

ello de�nimos la aplicación ρ : TQ × TR −→ R tal que ρ(q, q̇, S, Ṡ) := ∂L
∂S

(q, q̇, S)Ṡ −
F fr(q, q̇, S)q̇. Construimos su versión discreta ρd : Q×Q×R×R −→ R como la compo-
sición

ρd := ρ ◦ ψ. (3.19)

Así podremos construir el conjunto deseado

Cd
K :=

{
(q−, q+, S−, S+) ∈ Q×Q× R× R | ρd(q−, q+, S−, S+) = 0

}
.

Sabemos que
∂ρ

∂Ṡ
(vq, S) =

∂L

∂S
(vq, S)

y cuando el lagrangiano es del tipo L(vq, S) = K(vq) − U(q, S) se tiene que ∂ρ

∂Ṡ
= ∂L

∂S
=

−∂U
∂S
6= 0, pues ∂U

∂S
= T y siempre asumimos que la temperatura es positiva (T > 0), con

lo cual ρ∗(vq, S) es sobreyectiva y ρ es una submersión.

Sabemos que, para que el sistema tenga soluciones, siempre habrá puntos (vq, S, Ṡ)
que son físicamente compatibles, es decir, que veri�can el vínculo cinemático (3.2). En-
tonces tenemos que ρd(ψ

−1(vq, S, Ṡ)) = 0, con lo cual Cd
K es no vacía. Luego Cd

K es una
subvariedad diferencial regular de (Q×Q)× (R×R), pues la preimagen de un punto por
una submersión (si es no vacía) es una subvariedad regular (Corolario (5.9) de [3]).

Hasta acá conseguimos construir Ld, F
ext
d ,F fr

d y Cd
K a partir del STLF (Q,L, F ext, F fr)

dado. Estos son los ingredientes que necesitamos para tener un STLFd que aproxime al
continuo, lo cual es algo que vamos a ver en los ejemplos del Capítulo 4.

Nota 3.33. El Ejemplo 3.21 ilustra la técnica de esta sección, ya que fue construido
usando la discretización

ψ(q−, q+, S−, S+) = (q−,
q+ − q−

h
, S−,

S+ − S−

h
).

Siguiendo con los lagrangianos del tipo L(vq, S) = K(vq)− U(q, S), podemos calcular
las derivadas D3Ld y D4Ld, desarrollando la fórmula (3.17):

Ld(q
−, q+, S−, S+) = hL ◦ ψ(q−, q+, S−, S+)

= hK ◦ ψQ(q−, q+)− hU ◦ τQ×R ◦ ψ(q−, q+, S−, S+)

= hK ◦ ψQ(q−, q+)− hU(τQ ◦ ψQ(q−, q+), τR ◦ ψR(S−, S+)).

Entonces, tendremos

D4Ld(q
−, q+, S−, S+) = −hD2U(τQ ◦ ψQ(q−, q+), τR ◦ ψR(S−, S+)) ·D2(τR ◦ ψR)(S−, S+)

D3Ld(q
−, q+, S−, S+) = −hD2U(τQ ◦ ψQ(q−, q+), τR ◦ ψR(S−, S+)) ·D1(τR ◦ ψR)(S−, S+)

donde −hD2U(τQ ◦ ψQ(q−, q+), τR ◦ ψR(S−, S+)) 6= 0 pues D2U = ∂U
∂S

= T > 0.
Por otro lado τR(ψR(S, S)) = S, entonces

DτR(ψR(S, S)) = D1τR(φR(S, S)) +D2τR(φR(S, S)) = 1 =
dS

dS
.

Luego no pueden ser D1(τR(ψR(S, S))) y D2(τR(ψR(S, S))) simultáneamente nulas,
por lo que, la que no sea nula, tampoco lo será para los (S−, S+) que están cerca del
(S, S) en cuestión.
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Así, por el desarrollo anterior y sabiendo que D2U = T 6= 0, se tiene que D3Ld 6= 0 o
bien D4Ld 6= 0, en un entorno de la diagonal. Debido a esta condición, es posible obtener
las ecuaciones de movimiento del sistema discreto.

En resumen, en esta sección vimos como asociar a cada STLF, mediante una aplicación
de diferencias �nitas, una familia (parametrizada por h) de STLFd tales que, localmente,
satisfacen las hipótesis del Teorema 3.17. En el Capítulo 4 veremos cómo se hace esta
construcción en dos casos concretos.





4
Ejemplos de sistemas termomecánicos

En este capítulo veremos dos ejemplos de sistemas termomecánicos que nos permitirán
discutir algunos aspectos interesantes del capítulo anterior. En la primera sección anali-
zaremos el sistema del carro con fricción, que fue estudiado previamente en el artículo [7],
adaptándolo a la formulación de STLF que desarrollamos en el capítulo anterior. Comen-
zaremos dando una breve descripción del sistema, re�riéndonos a las ecuaciones de estado
formuladas en el trabajo previamente mencionado, luego siguiendo la propuesta sugeri-
da en el capítulo anterior, propondremos un lagrangiano termomecánico, encontraremos
la evolución temporal de la posición y de la entropía del sistema, para luego plantear y
analizar dos discretizaciones posibles construidas a partir de las ideas desarrolladas en la
Sección 4 del Capítulo 3. Realizaremos simulaciones de la evolución de este sistema para
el caso continuo y el caso discreto (usando el programa Wolfram Mathematica versión
10), para luego hacer un breve análisis comparativo.

En la segunda sección, estudiaremos un sistema en el que la fuerza elástica de un
resorte se contrapone a la presión generada por un gas. Aquí plantearemos la ecuación
de Newton (1.1) del sistema y luego, usando las ecuaciones de estado termodinámico,
veremos que es posible reducirlo a un sistema con una única variable (la posición) cuya
trayectoria satisface la ecuación del Teorema 2.6. De este modo, podremos formular el
sistema como un SML para luego recuperar la información termodinámica haciendo uso
de las ecuaciones de estado. Por último veremos que la entropía del sistema permanece
constante y sin embargo sus estados termodinámicos son variables, lo cual nos impide
plantear el sistema como un STLF. Esto último se debe a que, en el Capítulo 3 y en
[11], una hipótesis fuerte en la formulación de los STFL, es la mencionada en la Nota
3.2: el hecho de poder parametrizar los estados termodinámicos de un sistema por medio
de la entropía. En resumen, este último ejemplo es importante, ya que nos mostrará que
no siempre es posible formular un sistema termomecánico como un STLF de los que
estudiamos en el capítulo anterior. Aún así, veremos que es posible darle una formulación
diferente, en términos de otras variables termodinámicas y vínculos.

1. Primer sistema: Carro con fricción

Vamos a estudiar el ejemplo del carro con fricción del artículo [7] (Ejemplo 2.1) utili-
zando la formulación de [11] que venimos desarrollando a lo largo de todo este trabajo.

Consideremos un carro (chasis, ejes y ruedas) con masa m, cuyas ruedas ruedan sin
deslizarse sobre una línea horizontal, por lo que la trayectoria del centro de masa es una
línea recta. Las ruedas del carro están conectadas por pares con un eje, rígidamente unido
a ellas, que atraviesa el carro de lado a lado (ver Figura 4.1). Existe una fuerza de fricción

37
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entre cada eje y el chasis y se supone que es proporcional a la velocidad angular del eje.
Asumiremos que no hay intercambio de calor entre el chasis del carro y el exterior, en
otras palabras, el proceso es adiabático. También supondremos que el material de las
ruedas es un aislante térmico perfecto y que tanto el momento de inercia de los ejes como
de las ruedas, es despreciable. En consecuencia, no será necesario considerar las ruedas en
el análisis mecánico del sistema y por lo tanto omitiremos la condición de rodadura como
vínculo no holónomo para esta parte del sistema.

La fuerza de fricción crea un proceso termodinámico, de forma que se produce un
aumento de la energía interna del chasis a medida que el carro se desplaza. En [7] hacen
un tratamiento del proceso termodinámico desarrollando dos ecuaciones de estado para
la energía interna y la entropía del sistema:

U = νT y S = S∞ + ν log(T/T∞), (4.1)

donde la constante ν es una constante positiva, la capacidad térmica del chasis; T∞ es
una constante asociada a la temperatura del chasis y S∞ es una constante asociada a
la entropía del sistema. Más adelante daremos una interpretación más precisa de estas
constantes.

Lo que queremos hacer ahora es formular el sistema como un STLF. Hasta ahora,
las ecuaciones de estado (4.1) que describen la parte termodinámica del sistema, están
parametrizadas por la temperatura T , pero para formular el sistema como en la De�nición
3.1 necesitamos parametrizar los estados termodinámicos del sistema en función de la
entropía S. Usando las ecuaciones (4.1) se puede despejar la siguiente fórmula para la
energía interna en términos de la entropía:

U(S) = νT∞e
S−S∞
ν .

Figura 4.1. Modelo del carro con fricción.

Planteando el modelo de STLF tendremos que el espacio de con�guración del sistema
es Q = R, correspondiente a la posición en el eje horizontal del centro de masa. El
Lagrangiano que proponemos para el sistema es

L(x, ẋ, S) =
m

2
ẋ2 − νT∞e

S−S∞
ν ,

donde ν, T∞ y S∞ son las constantes positivas que mencionamos antes. La fuerza de
fricción es F fr(x, ẋ, S) = −µẋdx, con µ una constante positiva. Luego, por (3.2), los
vínculos cinemáticos son

∂L

∂S
(x, ẋ, S)Ṡ = −T∞e

S−S∞
ν Ṡ = −µẋ2.
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Luego, por el Teorema 3.9, tenemos las siguientes ecuaciones de evolución del sistema{
mẍ = −µẋ
T0e

S−S∞
ν Ṡ = µẋ2.

(4.2)

La solución para la primera ecuación de (4.2) es

x(t) = x0 +
mẋ0

µ
(1− e

−µt
m ). (4.3)

Por otro lado, la segunda de las ecuaciones (4.1) ya nos daba la forma explícita para S
como función de T y dado que en [7] también encuentran la expresión

T (t) = T∞ −
mẋ2

0

2ν
e
−2µt
m , (4.4)

juntando ambas, tenemos una fórmula explícita para S en función de t

S(t) = S∞ + ν log(1− mẋ2
0

2νT∞
e
−2µt
m ). (4.5)

Nota 4.1. Las constantes T∞ y S∞ representan el valor asintótico de la temperatura
y de la entropía respectivamente. Ambas constantes dependen de la temperatura inicial
del chasis T0, de la la entropía inicial del sistema S0 y de la velocidad inicial ẋ0. Podemos
encontrar su valor despejando T0 := T (0) en la ecuación (4.4) y S0 := S(0) en la ecuación
(4.5):

T∞ = T0 +
mẋ2

0

2ν

S∞ = S0 − ν log(1− mẋ2
0

2νT∞
). (4.6)

Ahora gra�caremos la trayectoria x(t) y la entropía S(t), para eso consideraremos las
siguientes condiciones: µ := 3 Ns/m es el coe�ciente de fricción, m := 5 kg es la masa del
carro, x0 := 0 m es la posición inicial, ẋ0 := 2 m/s es la velocidad inicial, T0 := 300 K es la
temperatura inicial, S0 := 0 J/K es la entropía inicial y ν := 1 J/K es la capacidad térmica
del chasis. Reemplazando en la fórmula (4.3) de la trayectoria continua y la fórmula (4.5)
de la entropía, al gra�car obtenemos las Figuras 4.2 y 4.3.
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Figura 4.2. Grá�co de la posición x(t) en función del tiempo.
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Figura 4.3. Grá�co de la entropía S(t) en función del tiempo.

1.1. Proceso de discretización. Ahora vamos a formular una versión discreta del
ejemplo, para ello utilizaremos la discretización:

ψ(x−, x+, S−, S+) =
(
x−,

x+ − x−

h
, S−,

S+ − S−

h

)
, (4.7)

donde h es un parámetro positivo, el paso de tiempo discreto.
Según (3.17) el lagrangiano discreto es

Ld(x
−, x+, S−, S+) = h

(m
2

(x+ − x−

h

)2

− νT∞e
1
ν

(S−−S∞)
)
.

Además, por (3.16), tenemos que ψ̃(x−, x+, S−, S+) = (x−, x
+−x−
h

, S−). Entonces las fuer-
zas discretas son

F fr−
d (x−, x+, S−, S+) = −hµ

(x+ − x−

h

)
dx− y F fr+

d = 0.

Reemplazando en la Ecuación (3.7) tenemos que los vínculos variacionales discretos son

T∞e
1
ν

(S−−S∞)δS− =
µ

h
(x+ − x−)δx−.

Según (3.19), los vínculos cinemáticos discretos son

T∞e
1
ν

(S−−S∞)(S+ − S−) =
µ

h
(x+ − x−)2.

Así, por el Teorema 3.17, obtenemos las siguientes ecuaciones de evolución para el modelo
discreto del sistema

m
h

(xk+1 − 2xk + xk−1) = −µ(xk+1 − xk)
k ≥ 1

T∞e
1
ν

(Sk−1−S∞)(Sk − Sk−1) = µ
h
(xk − xk−1)2.

Ahora simulamos el sistema, para ello usaremos el siguiente código de Mathematica:

RecurrenceTable[{m*(1/h)*(x[n+1]-2*x[n]+x[n-1])==-mu*(x[n+1]-x[n]),

S[n]==(h*mu)/(T0*E^((S[n-1]-S0)/nu))*((x[n]-x[n-1])/h)^2+S[n-1],

x[0]==x0, S[0]==S0, x[1]==x0+vx0*h}, {x,S}, {n, 1, r}]

con las siguientes condiciones iniciales: µ := 3 Ns/m es el coe�ciente de fricción, m := 5
kg la masa del carro, x0 := 0 m es la posición inicial, ẋ0 := 2 m/s es la velocidad inicial,
T0 := 300 K es la temperatura inicial, S0 := 0 J/K es la entropía inicial, ν := 1 J/K es
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la capacidad térmica del chasis, h el paso de tiempo que reemplazaremos para distintos
valores y r es el número de iteraciones, que depende del rango de tiempo para el que
queramos simular el sistema.

Así obtenemos el Grá�co 4.4 de xk (posición del carro en el tiempo discreto) para esas
condiciones.
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Figura 4.4. Grá�co de la posición xk en función del tiempo tk = kh para
h = 0.05 s.

Si ahora comparamos el Grá�co 4.2 y el Grá�co de xk para distintos pasos de tiempo
(h = 0.2 s; h = 0.1 s y h = 0.05 s ), tenemos la Figura 4.5, donde se puede ver que a
medida que h es más pequeño, la curva discreta se ajusta mejor a la curva continua, esto
nos dice que el comportamiento cualitativo de la aproximación es el correcto.
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Figura 4.5. Comparación de curvas de posición para el caso continuo y el
caso discreto: la curva roja corresponde a la trayectoria continua, la curva
verde corresponde a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y
la curva azul corresponde a h = 0.05 s.

Para ver que tan buena es esa aproximación calculamos los errores entre las trayectorias
xk, para los distintos valores de h, obtenidas con la discretización (4.7) y la trayectoria
{x(kh)}k=1,2,... obtenida a partir de evaluar la trayectoria continua en los valores discretos
de tiempo. Así tenemos la función de errores Ek = xk − x(kh) y la Figura 4.6, donde se
pueden ver los grá�cos de las distintas curvas de errores, para h = 0.05 s, h = 0.1 s y
h = 0.2 s, donde consideramos las mismas condiciones iniciales de antes.
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Figura 4.6. Grá�co de diferencias xk−x(kh). La curva verde corresponde
a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y la curva azul
corresponde a h = 0.05 s.
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Figura 4.7. Grá�co de la entropía Sk en función del tiempo tk = kh para
h = 0.05 s.
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Figura 4.8. Comparación de curvas de entropía para el caso continuo y el
caso discreto: la curva magenta corresponde a la entropía continua, la curva
verde corresponde a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y
la curva azul corresponde a h = 0.05 s.

Por otro lado, para las mismas condiciones iniciales y h = 0.05 s, el Grá�co 4.7 muestra
la evolución de la entropía en el tiempo.
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Nuevamente, si comparamos el Grá�co 4.3 y el Grá�co de Sk para distintos pasos de
tiempo (h = 0.2 s, h = 0.1 s y h = 0.05 s), tenemos la Figura 4.8, donde se puede ver que
a medida que h es más pequeño, la curva discreta se ajusta mejor a la curva continua.

Ahora, de forma similar a como hicimos antes, queremos calcular los errores entre
las curvas de entropía Sk, para los distintos valores de h, obtenidas con la discretización
(4.7) y la entropía {S(kh)}k=1,2,... obtenida a partir de evaluar la entropía continua en los
valores discretos de tiempo. Así tenemos la función de errores Ek = Sk−S(kh) y la Figura
4.9, donde se pueden ver los grá�cos de las distintas curvas de errores, para h = 0.05 s,
h = 0.1 s y h = 0.2 s, donde consideramos las mismas condiciones iniciales de antes.
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Figura 4.9. Grá�co de diferencias Sk−S(kh). La curva verde corresponde
a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y la curva azul
corresponde a h = 0.05 s.

Hasta aquí, vemos que la formulación desarrollada a partir de la discretización (4.7)
es razonable: aproxima las trayectorias exactas y los errores parecen decrecer linealmente
con el valor de h. Ahora veremos que ocurre si utilizamos una segunda discretización.

1.2. Segunda discretización. Ahora usaremos la discretización

ψ(x−, x+, S−, S+) =
(x− + x+

2
,
x+ − x−

h
,
S− + S+

2
,
S+ − S−

h

)
, (4.8)

con lo cual, según la fórmula (3.17), el lagrangiano discreto es

Ld(x
−, x+, S−, S+) = h

(m
2

(x+ − x−

h

)2

− νT∞e
1
ν

( 1
2

(S−+S+)−S∞)
)
,

Además, por (3.16), tenemos que ψ̃(x−, x+, S−, S+) = (x
−+x+

2
, x

+−x−
h

, S
−+S+

2
). Entonces

las fuerzas discretas, según 3.18, son

F fr±
d (x−, x+) = −hµ

(x+ − x−

h

)
dx−.

Según (3.7), los vínculos variacionales discretos son

1

2
T∞

(
e

1
ν

( 1
2

(S−+S+)−S∞)δS−+ e
1
ν

( 1
2

(S−+S+)−S∞)δS+
)

= µ
(x+ − x−

h

)
δx−+µ

(x+ − x−

h

)
δx+

y, por (3.19), los vínculos cinemáticos son

T∞e
1
ν

( 1
2

(S−+S+)−S∞)(S+ − S−) =
µ

h
(x+ − x−)2,
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luego, por el Teorema 3.17, las ecuaciones de evolución son
m
h

(xk+1 − 2xk + xk−1) = −1
2
µ(xk+1 − xk−1)

k ≥ 1

T∞e
1
ν

( 1
2

(Sk−1+Sk)−S∞)(Sk − Sk−1) = µ
h
(xk − xk−1)2.

(4.9)

Ahora vamos a resolver la primera ecuación de (4.9) para la trayectoria xk usando el
siguiente código de Mathematica:

RecurrenceTable[{m*(1/h)*(x[n+1]-2*x[n]+x[n-1])==-(mu/2)*(x[n+1]-x[n-1]),

x[0]==x0, x[1]==x0+vx0*h}, x, {n, 1, r}]

con las siguientes condiciones iniciales: µ := 3 Ns/m es el coe�ciente de fricción, m := 5
kg la masa del carro, x0 := 0 m es la posición inicial, ẋ0 := 2 m/s es la velocidad inicial
y h := 0.05 s el paso de tiempo que consideraremos. Al gra�car obtenemos la Figura 4.10
y para comparar distintos valores de h podemos ver la Figura 4.11.
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Figura 4.10. Grá�co de la posición xk en función del tiempo tk = kh para
h = 0.05[s].
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Figura 4.11. Comparación de curvas de posición para el caso continuo y
el caso discreto: la curva roja corresponde a la trayectoria continua, la curva
verde corresponde a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y
la curva azul corresponde a h = 0.05 s.

La segunda ecuación de (4.9) para la entropía es más complicada de resolver, ya que
es una recurrencia de segundo orden, con una variable implícita. Para poder resolverla
utilizaremos el siguiente código de Mathematica:
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S[0]:=S0,

S[1]:=k /. FindRoot[Ti*(Exp[1/v*((S0+k)/2-Si)])*(k-S0)==(u/h)*(vx0*h)^2,

{k, S0}],

For[i = 1, i <= r, i++, {ant = S[i], S[i + 1]=y /.

FindRoot[Ti*(Exp[1/v*((S[i]+y)/2-Si)])*(y-S[i])==2*(mu/h)*(p[i+1]-p[i])^2,

{y, ant}]} ]

con las mismas condiciones iniciales que usamos anteriormente. Al gra�car obtenemos la
Figura 4.12 y para comparar distintos valores de h podemos ver la Figura 4.13.
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Figura 4.12. Grá�co de la entropía Sk en función del tiempo tk = kh para
h = 0.05 s.

2 4 6 8 10

0.01

0.02

0.03

Figura 4.13. Comparación de curvas de entropía para el caso continuo y
el caso discreto: la curva roja corresponde a la entropía continua, la curva
verde corresponde a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y
la curva azul corresponde a h = 0.05 s.

Ahora, de la misma manera a como hicimos antes, calculamos los errores de diferencia
entre la curva continua y las curvas discretas (para los distintos valores de h) para la
posición y la entropía, obteniendo las Figuras 4.14 y 4.15.
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Figura 4.14. Grá�co de diferencias xk−x(kh). La curva verde corresponde
a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y la curva azul
corresponde a h = 0.05 s.
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Figura 4.15. Grá�co de diferencias Sk−S(kh). La curva verde correspon-
de a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y la curva azul
corresponde a h = 0.05 s.

1.3. Conclusiones. Podemos ver que la posición y la entropía discretas que pro-
vienen de la segunda discretización (4.8) aproximan mejor a las curvas continuas, sin
embargo la segunda ecuación de (4.9) es implícita, por lo que hace falta utilizar un méto-
do numérico que nos de una solución de la ecuación implícita en cada iteración y esto es
una clara diferencia frente a la primera discretización (4.7), pues esto hace que el método
sea computacionalmente más costoso. Existen otras posibles discretizaciones que podrían
ser usadas para discretizar sistemas termomecánicos según lo formulado en la Sección 4
del Capítulo 3, por lo que un posible trabajo a futuro sería estudiar distintos tipos de
discretizaciones para sistemas termomecánicos y analizar sus ventajas y desventajas, más
aún, se podría realizar un estudio de la dependencia de los errores entre las trayectorias
discretas y la continua en función del orden de contacto de la discretización que se usa.

2. Segundo sistema: Fuerza elástica se contrapone a la presión de un gas

Ahora vamos a estudiar el segundo sistema termomecánico de este capítulo: se trata de
una caja cerrada con paredes adiabáticas, donde en el extremo izquierdo tenemos �jo un
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resorte (cuya extensión en equilibrio tiene largo x0) que a su vez, en su extremo derecho
está �jado a una masa que funciona como pared móvil para el recinto que queda formado
del lado derecho, el cual contiene un gas ideal. La caja tiene largo x0 y el área de la pared
móvil es A.

Figura 4.16. Esquema del sistema

La relación entre el volumen V ocupado por el gas y la posición de la masa x es

V = A(x0 − x). (4.10)

Según el Grá�co 4.16, la fuerza elástica que aplica el resorte contra la pared móvil
(posicionada en x(t)) tiene sentido positivo y la podemos escribir como Fres(t) = k(x0 −
x(t)), con k la constante de elasticidad del resorte. Por otro lado tenemos la fuerza que
ejerce el gas sobre la pared móvil, que se opone a la fuerza del resorte, la podemos escribir
como Fgas(t) = −P (t)A, donde P (t) es la presión que ejerce el gas sobre la pared móvil a
tiempo t. Ahora, con los datos que tenemos, vamos a escribir la ecuación de Newton (1.1)
aplicada a la pared móvil:

mẍ(t) = Fres(t) + Fgas(t) = k(x0 − x(t))− P (t)A. (4.11)

En esta ecuación tenemos dos incógnitas (x y P ), por lo que sería su�ciente poder re-
lacionar a P con x. Afortunadamente, haciendo un análisis termodinámico del sistema,
veremos que es posible encontrar dicha relación y para ello será necesario considerar ciertas
ecuaciones de estado.

2.1. Análisis termodinámico. Inicialmente para caracterizar los estados del sis-
tema y su evolución debemos considerar las variables x, S, U,N, V, T y P , pero algo que
podemos ver rapidamente es que, dado que la caja es cerrada, el número de moles se
mantiene constante (N = N0), de esta manera descartamos N . Dado que el sistema es
adiabático y que el gas es ideal, podemos utilizar la ecuación de estado (C.7) para rela-
cionar la presión y el volumen:

PV 5/3 = ξ, (4.12)

donde ξ es una constante. De esta ecuación obtenemos que

P = ξV −5/3. (4.13)

Ahora bien, para obtener la temperatura y la energía interna, podemos usar las ecua-
ciónes de estado PV = NRT y U = 3

2
NRT (ecuaciones (C.5) y (C.6)) y el hecho de que

N = N0, con lo cual si reemplazamos P como en (4.13) tendremos las siguientes fórmulas:

T (V ) =
ξV 1−5/3

N0R
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U(V ) =
3

2
ξV −2/3.

Podemos ver que la temperatura y la energía interna del sistema dependen únicamente
del volumen. Más adelante veremos que la entropía del sistema es constante y hablaremos
de que consecuencias tiene esto sobre la formulación que venimos desarrollando a lo largo
del Capítulo 3.

Volviendo a la ecuación (4.11), si usamos la relación (4.10) en (4.13) podemos re-
emplazar la presión P = ξV −5/3 = ξA−5/3/(x0 − x)5/3 en la ecuación (4.11), tendremos
�nalmente que

mẍ(t) = k(x0 − x(t))− ξA1−5/3

(x0 − x(t))5/3
, (4.14)

esta es una ecuación que únicamente depende de la variable posición x(t). Es decir, el sis-
tema termomecánico que habíamos considerado en un principio puede reducirse, mediante
la ecuacion de estado (4.12) y el vínculo (4.10), para convertirse en un sistema puramen-
te mecánico, del cual podemos recuperar la información de los estados termodinámicos
volviendo a usar las ecuaciones mencionadas.

Desde el punto de vista de la Geometría Diferencial lo que vemos es que, desde un
principio, el estado del sistema queda determinado por los parámetros x, S, U,N, V, T y
P . Luego, las distintas ecuaciones de estado permiten ir �cortando” subvariedades de este
espacio para obtener una �región” en la que puede existir el sistema. Finalmente uno ve
que el sistema es parte de una subvariedad que puede ser parametrizada únicamente en
términos de x. Llegado este punto, se describe la dinámica en términos de x y se ve cuál
es la trayectoria x(t). Sin embargo, esto no dice cuál es el comportamiento de todas las
variables del sistema. Para dar una descripción del resto de las variables hay que recordar
que el estado del sistema es una subvariedad (que se puede parametrizar en términos de
x) del espacio de los estados y de allí se despejan las demás variables.

En de�nitiva, para poder caracterizar el sistema, salvo la evolución de la entropía, de
la que hablaremos más adelante, debemos considerar las siguientes ecuaciones:

mẍ(t) = k(x0 − x(t))− P (t)A

P (t)(V (t))5/3 = ξ

V (t) = A(x0 − x(t))

T (t)N0R = ξ(V (t))−2/3

U(t) = 3
2
ξ(V (t))−2/3.

2.2. Planteamiento como un STLF. Ahora consideramos el lagrangiano mecá-
nico

L(x, ẋ) = K(ẋ)−W (x) =
1

2
mẋ2 − 1

2
k(x0 − x)2 +

ξA−2/3(x0 − x)−2/3

−2/3
, (4.15)

Nota 4.2. El potencial W (x) es la suma de dos términos, el primero 1
2
k(x0 − x)2

corresponde a la fuerza elástica del resorte y el segundo −ξA−2/3(x0 − x)−2/3/(−2/3)
corresponde a la presión del gas relacionada con el estado termodinámico del sistema.

Ahora usemos el Teorema 2.6 aplicado al lagrangiano (4.15) y tendremos que

mẍ− k(x0 − x) +
ξA−2/3

(x0 − x)5/3
= 0,
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de esta manera tenemos nuevamente la ecuación (4.11), es decir, a partir del lagrangiano
propuesto, recuperamos la ecuación de Newton del sistema. De esta manera podemos
considerar el SML del lagrangiano (4.15), en el que si agregamos la relación (4.10) y la
ecuación de estado (4.12), podemos obtener toda la información del sistema termomecá-
nico. Pero ¾qué ocurre cuando queremos considerarlo como un STLF? Tanto en nuestra
de�nición de STLF (De�nición 3.1) como a la formulación planteada en [11], una hipó-
tesis fuerte es que el estado termodinámico de estos sistemas pueda ser parametrizado
por la entropía, con lo cual, para plantear el sistema de esta forma, tenemos que poder
parametrizar las variables termodinámicas del sistema en términos de S. Si observamos
la ecuación (C.8) de la entropía, dado que N = N0, lo que tendremos es

S = S0 +N0R log
[( U
U0

)3/2( V
V0

)]
,

pero las ecuaciones de estado U = 3
2
NRT y PV = NRT nos permiten escribir U = 3

2
PV ,

con lo cual

S = S0 +N0R log
[(3PV

2U0

)3/2( V
V0

)]
,

ahora usamos que P = ξV −5/3 y desarrollando, �nalmente se obtiene que

S = S0 +N0R log
[( 3ξ

2U0

)3/2( 1

V0

)]
,

como vemos S es constante, es decir, el sistema es isoentrópico. Sin embargo, a pesar de
ser un sistema isoentrópico, sus estados de equilibrio evolucionan en el tiempo, pues la
relación (4.10) nos indica que el volumen V y consecuentemente la presión P cambian
según la posición de la pared móvil. Por esta razón no podremos caracterizar los estados
termodinámicos del sistema usando la entropía.

En conclusión, este sistema nos muestra que no todos los sistemas termomecánicos
pueden ser tratados con el formalismo de un STLF que consideramos en el Capítulo 3 y que
proponen en [11]. En particular, en el caso de un sistema isoentrópico en el que los estados
de equilibrio evolucionan, la entropía es constante y no nos provee información de cómo
estos evolucionan ni tampoco nos indica cuál es el estado termodinámico del sistema en
un instante dado. Sin embargo, existe la posibilidad de darles un formalismo que involucre
otras variables termodinámicas diferentes a la entropía, como podrían ser la temperatura
o el volumen. Más aún, tendría que ser posible pensar en sistemas cuyos estados se pueden
describir como subvariedades (de dimensión mayor a 1) del espacio de todos los estados,
usando los vínculos que sean necesarios. En el artículo [7], los autores proponen una
posibilidad de formalizar los sistemas termomecánicos utilizando otras variables además
de la entropía, con lo cual, un posible trabajo a futuro sería desarrollar una versión para
sistemas termomecánicos discretos del formalismo propuesto en dicho artículo.





5
Conclusiones y trabajos a futuro

A continuación presentaremos algunas conclusiones de este trabajo y daremos una
lista de temas que podrían tratarse en futuros trabajos.

Conclusiones:

Con de�niciones precisas de sistemas termomecánicos continuo y discreto pudimos
caracterizar sus trayectorias -de�nidas variacionalmente en ambos contextos- en
términos de sistemas de ecuaciones, diferenciales ordinarias para los primeros y
algebraicas para los últimos. Estas demostraciones completan las provistas en [11]
donde se omiten algunos detalles e hipótesis.
En cuanto a la existencia de trayectorias para los sistemas termomecánicos dis-
cretos hemos mostrado como un sistema, aún satisfaciendo las condiciones de
regularidad dadas en [11], puede no tener trayectorias. Por el contrario, si uno de
estos sistemas tiene al menos una trayectoria, probamos la existencia de un �ujo
local de�nido cerca de la trayectoria en cuestión. Este punto corrige la a�rmación
de [11] acerca de que la condición de regularidad del sistema discreto alcanza para
la existencia de trayectorias.
Discutimos con cuidado la discretización de un sistema termomecánico continuo
usando aplicaciones de diferencia �nita. Si bien no realizamos un análisis de errores
de los sistemas obtenidos, exploramos estos sistemas mediante ejemplos y vimos
que, numéricamente, la dinámica del sistema discreto converge a la del continuo.
Desarrollamos y discutimos el ejemplo de un sistema termomecánico cuya descrip-
ción excede los límites de la formulación propuesta en [11].
Aprendimos e incorporamos la utilización de software que nos permitió realizar
simulaciones de la dinámica de distintos sistemas.

Trabajo a futuro:

Distintas discretizaciones: profundizar el estudio de distintas discretizaciones po-
niendo énfasis en estudiar el orden de los errores en las mismas. Esto serviría para
motivar un posterior análisis de errores de los integradores así construidos.
Desarrollar una versión discreta del formalismo propuesto en [7].
Analizar cuidadosamente las consecuencias de incorporar una función transferencia
de calor a los sistemas termomecánicos discretos.
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52 5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS A FUTURO

Estudiar la existencia de estructuras simplécticas o de contacto en el caso de los
sistemas termomecánicos discretos (tal vez para los continuos también). En parti-
cular, hallar ecuaciones que controlen la evolución con el �ujo de dichas estructuras
y ver, si existen, condiciones bajo las cuales estas estructuras son conservadas.
Estudiar bajo qué hipótesis se puede probar que la familia de sistemas termo-
mecánicos discretos obtenidos mediante una aplicación de diferencias �nitas a un
sistema continuo es un sistema regular. Eventualmente, estudiar la existencia de
trayectorias en el caso de este tipo de sistemas discretos.
Estudiar la existencia de magnitudes conservadas. En particular estudiar el com-
portamiento de la energía de un sistema termomecánico.



A
Método para una recurrencia

En esta sección buscaremos una solución analítica a la Ecuación (2.5) del Ejemplo
2.22:

qk+1 =
1

1 + h λ
m

((2− h2 k

m
+ h

λ

m
)qk − qk−1) , k = 1, 2, . . .

Comenzamos reescribiendo las constantes A = 1
1+h λ

m

(2 − h2 k
m

+ h λ
m

) y B = 1
1+h λ

m

, para

obtener

qk+1 = Aqk −Bqk−1 , k = 1, 2, . . . (A.1)

Para resolver (A.1) proponemos una solución qk = xk para alguna constante x a determi-
nar, con lo cual obtenemos la ecuación característica x2−Ax+B = 0, de la que obtenemos
las soluciones

x1,2 =
A

2
±
√

(
A

2
)
2

−B.

Según las condiciones iniciales presentadas en el Ejemplo 2.22, debemos considerar el caso
B > (A/2)2. Entonces escribimos x1 y x2 como

x1 = z =
A

2
+ i

√
B − (

A

2
)
2

, x2 = z =
A

2
− i
√
B − (

A

2
)
2

.

Luego, debido a la linealidad de (A.1), su solución general es

qk = C1z
k + C2z

k,

con C1, C2 ∈ C constantes que determinaremos a partir de las condiciones iniciales q0 y
q1 dadas. Luego tendremos {

q0 = C1 + C2

q1 = C1z + C2z

y despejando tendremos, {
q0z − q1 = C2(z − z)

q1 − q0z = C1(z − z)
,

reemplazando ahora en la solución general se tiene,

qk(z − z) = (q1 − q0z)zk + (q0z − q1)zk,

qk(z − z) = q1(zk − zk)− q0(zzk − zzk).
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Si escribimos z = |z|eiθ y z = |z|e−iθ, con 0 ≤ θ < 2π, tenemos que zzk = |z|k+1ei(k−1)θ,
con lo cual, reemplazando obtenemos,

qk2i|z| sin(θ) = q12i|z|k sin(kθ)− q02i|z|k+1 sin((k − 1)θ).

Finalmente sabiendo que |z| =
√

(A/2)2 +B − (A/2)2 =
√
B,

qk = q1

(√
B
)k−1 sin(kθ)

sin(θ)
− q0

(√
B
)k sin((k − 1)θ)

sin(θ)
, (A.2)

con θ = cos−1( A
2
√
B

).



B
Cosas varias de Geometría Diferencial

Consideremos M una variedad diferencial y sea p ∈ M . Sea φ : U −→ Rn una carta
coordenada tal que p ∈ U ⊂M . De�nimos Cp como el conjunto de curvas suaves que pasa
por p:

Cp = {γ ∈ C∞((−1, 1),M) |γ(0) = p} .
Ahora, sobre este conjunto, de�nimos la siguiente relación de equivalencia:

Sean γ1, γ2 ∈ Cp

γ1 ∼ γ2 ⇔
d

dt
(φ ◦ γ1)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(φ ◦ γ2)

∣∣∣
t=0
. (B.1)

Definición B.1. Dado p ∈M , llamaremos espacio tangente a M en p al conjunto

TpM := Cp/ ∼ . (B.2)

Lema B.2. La relación de equivalencia ∼ está bien de�nida, independientemente de
la carta coordenada elegida.

Demostración. Sea un par de curvas γ1 y γ2 tales que γ1(0) = γ2(0) = p y γ1 ∼ γ2,
es decir

d

dt
(φ ◦ γ1)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(φ ◦ γ2)

∣∣∣
t=0
.

Consideremos otra carta ψ : W −→ Rn con p ∈ W . Si restringimos φ y ψ a U ∩ W
tendremos que:

d

dt
(ψ ◦ γ1)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(ψ ◦ φ ◦ φ−1 ◦ γ1)

∣∣∣
t=0

= dφ(p)(ψ ◦ φ−1)
d

dt
(φ ◦ γ1)

∣∣∣
t=0

= dφ(p)(ψ ◦ φ−1)
d

dt
(φ ◦ γ2)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(ψ ◦ φ ◦ φ−1 ◦ γ2)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(ψ ◦ γ2)

∣∣∣
t=0
.

Resumiendo

γ1 ∼ γ2 ⇒
d

dt
(ψ ◦ γ1)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(ψ ◦ γ2)

∣∣∣
t=0

Recíprocamente si d
dt

(ψ ◦ γ1)|t=0 = d
dt

(ψ ◦ γ2)|t=0, podemos volver a usar el desarrollo

anterior para tener que d
dt

(φ ◦ γ1)|t=0 = d
dt

(φ ◦ γ2)|t=0 y con eso γ1 ∼ γ2.
Lo anterior muestra que la relación de equivalencia ∼ está bien de�nida, independien-

temente de la carta coordenada elegida. �

Teorema B.3. SeaM una variedad diferencial de dimensión n, con p ∈M . Entonces,
TpM es un R-espacio vectorial con dim(TpM) = dim(M) y ni la de�nición de TpM , ni su
estructura de R-espacio vectorial, dependen de la carta coordenada elegida para de�nirlas.
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Demostración. Dada una clase [γ] ∈ TpM y una carta coordenada de M , (U, φ) tal
que p ∈ U , consideremos el vector x = d

dt
(φ◦γ)|t=0. Esto de�ne una función Γφ : TpM −→

Rn tal que Γφ([γ]) = x. Notar que Γφ no depende del representante de [γ], pues si γ2 ∈ [γ]
entonces d

dt
(φ ◦ γ2)|t=0 = d

dt
(φ ◦ γ)|t=0 = x.

También podemos ver que, si tomamos otra carta ψ : V ∩ U −→ Rn tal que p ∈ V ,
tendremos:

Γψ([γ]) =
d

dt
(ψ ◦ γ)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(ψ ◦ φ−1 ◦ φ ◦ γ)

∣∣∣
t=0

= D(ψ ◦ φ−1)φ(p)

( d
dt

(φ ◦ γ)
∣∣∣
t=0

)
= D(ψ ◦ φ−1)φ(p)(Γφ([γ])),

es decir
Γψ([γ]) = D(ψ ◦ φ−1)φ(p)(Γφ([γ])). (B.3)

Consideremos ahora la función Γ̃φ : Rn −→ TpM tal que Γ̃φ(x) = [γ̃] es la clase de la
curva γ̃ : (−ε, ε) −→M de�nida por γ̃(t) = φ−1(tx+φ(p)), donde ε > 0 es su�cientemente
chico para que tx+ φ(p) ∈ φ(U), pues φ(p) ∈ φ(U) que es abierto.

Veamos que Γ̃φ y Γφ son mutuamente inversas. Por un lado, si [γ] ∈ TpM , sabemos
que

Γφ([γ]) =
d

dt
(φ ◦ γ)

∣∣∣
t=0

= x

y a su vez, si [γ̃(t)] = Γ̃φ(x), tendremos

x =
d

dt
(φ ◦ φ−1(tx+ φ(p)))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(φ ◦ γ̃)

∣∣∣
t=0
, (B.4)

es decir Γ̃φ(Γφ([γ])) = Γ̃φ(x) = [γ̃]. Pero d
dt

(φ ◦ γ̃)|t=0 = d
dt

(φ ◦ γ)|t=0, entonces γ̃ ∼ γ, con

lo cual Γ̃φ(Γφ([γ])) = [γ]. Por otro lado si x ∈ Rn, por (B.4) tendremos que Γ̃φ(x) = [γ̃],

entonces Γφ(Γ̃φ(x)) = Γφ([γ̃]) = x. Por lo tanto, Γ̃φ = Γ−1
φ .

De�nimos la estructura de R-espacio vectorial de TpM haciendo que la biyección Γφ
sea un isomor�smo de espacios vectoriales. Es decir, si λ ∈ R, vp, wp ∈ TpQ con x = Γφ(vp)
e y = Γφ(wp), tendremos en TpQ la operación:

λvp + wp := Γ−1
φ (λx+ y),

donde Γ−1
φ (λx+ y) = [φ−1(t(λx+ y) + φ(p))]. Notar que

λx+ y = Γφ(λvp + wp). (B.5)

Si ahora tomamos otra carta ψ : V ∩ U −→ Rn tal que p ∈ V , tendremos:

λx′ + y′ = λΓψ(vp) + Γψ(wp)

por (B.3),

= λD(ψ ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(vp)) +D(ψ ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(wp))

por ser D(ψ ◦ φ−1)φ(p) lineal,

= D(ψ ◦ φ−1)φ(p)(λΓφ(vp) + Γφ(wp))

por de�nición de x e y,
= D(ψ ◦ φ−1)φ(p)(λx+ y)

por (B.5),

= D(ψ ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(λvp + wp))

nuevamente por B.3
= Γψ(λvp + wp).
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Resumiendo tenemos:

λx′ + y′ = Γψ(λvp + wp).

Con lo cual, al aplicar Γ−1
ψ tendremos

Γ−1
ψ (λx′ + y′) = Γ−1

ψ (Γψ(λvp + wp)) = λvp + wp.

Es decir, la suma en TpM no depende de la carta coordenada, con lo cual su estructura de
R-espacio vectorial está bien de�nida. Además, TpM tiene dimensión m, pues TpM ∼= Rn

y dim(Rn) = dim(M) = n. �

Nota B.4. Si λ ∈ R y vp, wp ∈ TpM , las operaciones en TpM son:

v + w = [φ−1(tΓφ(vp + wp) + φ(p))]

λvp = [φ−1(tΓφ(λvp) + φ(p))]

Definición B.5. Dada una función F : M −→ N suave, de�nimos la diferencial de
F en p ∈M , como la aplicación F∗,p : TpM −→ TF (p)N , tal que

F∗,p(vp) = [F ◦ γ] , (B.6)

donde γ es cualquier curva en la clase vp.

Proposición B.6. F∗,p está bien de�nida.

Demostración. Dado vp ∈ TpM , se tiene que F ◦ γ es una curva que pasa por F (p)
y [F ◦ γ] ∈ TF (p)N .

Veamos que F∗,p no depende de γ, para ello consideremos una carta (φ, U), con φ :
U −→ Rm, deM y una carta (ψ, V ), con ψ : V −→ Rn, de N , tales que p ∈ U y F (p) ∈ V .
Sea otra curva γ′ ∈ vp, entonces tendremos

d

dt
(ψ ◦ F ◦ γ′)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
(ψ ◦ F ◦ φ−1 ◦ φ ◦ γ′)

∣∣∣
t=0

= D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(
d

dt
(φ ◦ γ′)

∣∣∣
t=0

)

como γ′ ∼ γ,

= D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)

( d
dt

(φ ◦ γ)
∣∣∣
t=0

)
=

d

dt
(ψ ◦ F ◦ γ)

∣∣∣
t=0
.

Es decir, F ◦ γ ∼ F ◦ γ′. Con lo cual, [F ◦ γ] = [F ◦ γ′], entonces F∗,p no depende de la
curva elegida.

Por otro lado, dado que F∗,p está de�nida como una clase de equivalencia y habíamos
visto que las clases no dependen de las cartas, tendremos que F∗,p tampoco depende de
la carta. Por todo lo anterior, F∗,p está bien de�nida. �

Proposición B.7. Sea F : M −→ N una función suave. Si (U, φ) es una carta, con
φ : U −→ Rm, de M que contiene a p y (V, ψ) es una carta, con ψ : V −→ Rn, de N que
contiene a F (p), entonces la expresión local de F∗,p es:

F∗,p(vp) = Γ−1
ψ (D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(vp))).
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Demostración. Sea vp ∈ TpM , entonces

F∗,p(vp) = Γ−1
ψ ◦ Γψ ◦ F∗,p ◦ Γ−1

φ (Γφ(vp))

= Γ−1
ψ ◦ Γψ([F ◦ φ−1(φ(F (p)) + tΓφ(vp))])

= Γ−1
ψ

( d
dt

(ψ ◦ F ◦ φ−1(φ(F (p)) + tΓφ(vp)))
∣∣∣
t=0

)
= Γ−1

ψ (D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(vp))).

�

Proposición B.8. F∗,p es lineal.

Demostración. Sean λ ∈ R, vp, wp ∈ TpM , entonces:

λF∗,p(vp) + F∗,p(wp)

= λΓ−1
ψ (D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(vp))) + Γ−1

ψ (D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(wp)))

= Γ−1
ψ (λD(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(vp)) +D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(wp)))

= Γ−1
ψ (D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(λΓφ(vp) + Γφ(wp)))

= Γ−1
ψ (D(ψ ◦ F ◦ φ−1)φ(p)(Γφ(λvp + wp)))

= F∗,p(λvp + wp)

�

El siguiente diagrama de espacios vectoriales y transformaciones lineales, nos muestra
las relaciones entre los ellos:

TpM TF (p)N

Rm Rn

-
F∗,p

?

Γφ

-
D(ψ◦F◦φ−1)φ(p)

6

Γ−1
ψ

Definición B.9. Sea M una variedad diferencial. Llamaremos �brado tangente, al
conjunto

TM := ∪p∈MTpM. (B.7)

Vamos a darle a TM , una topología y estructura de variedad diferencial, a partir de
la estructura de M . Para empezar, de�nimos la función τ : TM −→M tal que τ(vp) = p,
∀vp ∈ TpM . Luego, dado A ⊆M , τ−1(A) = ∪p∈ATpM .

Sea {(Uα, φα), α ∈ I} un atlas de M . Consideremos las funciones Φα : τ−1(Uα) −→
φ(Uα)×Rn ⊂ R2n tales que Φα(vp) = (φα(τ(vp)), φα∗,τ(vp)(vp)), con imagen φα(Uα)×Rn ⊆
R2n. Dado que las funciones φα y φα∗,p son inyectivas, tendremos que Φα también lo es y
por lo tanto, si la restringimos a su imagen, tiene inversa Φ−1

α : Φα(τ−1(Uα)) −→ τ−1(Uα).
Dado vp ∈ TM notaremos φα(p) = x y φα∗,p(vp) = ẋ, es decir, Φα(vp) = (x, ẋ).

De�nimos la topología sobre TM generada por{
B ⊆ TM/B = Φ−1

α (A) para algún A ⊆ R2n abierto y α ∈ I
}
.

Veamos ahora que {(τ−1(Uα),Φα), α ∈ I} es un atlas para TM . Por un lado, ∪α∈Iτ−1(Uα) =
∪α∈I(∪p∈UαTpM) = ∪p∈MTpM = TM , pues ∪α∈IUα = M Por otro lado, dados (τ−1(Uα),Φα)



B. COSAS VARIAS DE GEOMETRÍA DIFERENCIAL 59

y (τ−1(Uβ),Φβ), usando el hecho de que las cartas (Uα, φα) y (Uβ, φβ) son compatibles, se
deduce que la función, Φα ◦ Φ−1

β : Φβ(τ−1(Uα ∩ Uβ)) −→ R2n tal que

Φα ◦ Φ−1
β (x, ẋ) = (φα ◦ φ−1

β (x), D(φα ◦ φ−1
β )x(ẋ)), (B.8)

es diferenciable. Por lo tanto, (τ−1(Uα),Φα) y (τ−1(Uβ),Φβ) son compatibles.
Además, dado un abierto A ⊂M , existen cartas (τ−1(Uα),Φα) tales que A = ∪α∈I(A∩

Uα) y
τ−1(A ∩ Uα) = Φ−1

α (φφ(A ∩ Uα)× Rn).

Pero, φφ(A ∩ Uα)× Rn es abierto, con lo cual

τ−1(A) = ∪α∈Iτ−1(A ∩ Uα), (B.9)

es abierto y τ es continua. También tenemos que

φα ◦ τ ◦ Φ−1
α (x, ẋ) = x,

es diferenciable, por lo tanto, τ es suave.
En conclusión, hemos probado el siguiente resultado.

Teorema B.10. Sea M una variedad diferencial de dimensión n. El conjunto TM
con la topología y el atlas que de�nimos arriba es una variedad diferencial con dimensión
2n y τ es una función suave.

Definición B.11. Sean M y N variedades diferenciales. Sea F : M −→ N una
función suave. De�nimos la aplicación diferencial F∗ : TM −→ TN como

F∗(v) := F∗,τ(v)(v).

Proposición B.12. F∗ es suave.

Demostración. Basta elegir convenientemente dos cartas (τ−1
M (Uα),Φα) y (τ−1

N (Vβ),Ψβ)
de TM y TN respectivamente, para notar que

Ψβ ◦ F∗ ◦ Φ−1
α (x, ẋ) = Ψβ ◦ F∗(vp) = Ψβ(F∗,p(vp))

= (ψβ(F (p)), ψ∗,F (p)(F∗,p(vp)))

= ((ψβ ◦ F ◦ φ−1)(x), D(ψ ◦ F ◦ φ−1)x(ẋ)),

es diferenciable (pues sus funciones componentes lo son). Por lo tanto F∗ es suave. �

Definición B.13. Dado p ∈ M , llamaremos espacio cotangente a M en p al espacio
dual T ∗pM = (TpM)∗.

Definición B.14. Sea M una variedad diferencial. Llamaremos �brado cotangente,
al conjunto

T ∗M := ∪p∈MT ∗pM. (B.10)

El siguiente resultado puede encontrarse en la página 276, del libro [14] de J. M. Lee.

Teorema B.15. Sea M una variedad diferencial de dimensión n. El conjunto T ∗M
es una variedad diferencial con dimensión 2n.

Demostración. De forma similar a cuando le dimos estructura a TM , debemos
empezar por de�nir la función τ ∗ : T ∗M −→ M tal que τ ∗(σp) = p, ∀σp ∈ T ∗pM . Luego,

dado A ⊆M , τ ∗−1(A) = ∪p∈AT ∗pM .
Sea {(Uα, φα), α ∈ I} un atlas de M . Sabemos que para cada p ∈ U , las funciones

{∂/∂φj}j=1,...,n forman una base de TpU . Entonces, podemos de�nir {dφ1, . . . , dφn} como
la base dual a {∂/∂φ1, . . . , ∂/∂φn}, con lo cual, cualquier elemento σp ∈ T ∗pU , se puede

escribir como σp =
∑n

j=1 ajdφ
j, donde aj : Uα −→ R para j = 1, . . . , n, son funciones
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suaves. De�nimos entonces las funciones coordenadas, Φα : τ ∗−1(Uα) −→ φα(U) × Rn ⊂
R2n, como

Φα(σp) := (φα(τ ∗(σp)), (a1(τ ∗(σp)), . . . , an(τ ∗(σp)))).

La topología sobre T ∗M es la generada por{
B ⊆ T ∗M/B = Φ−1

α (A) para algún A ⊆ R2n abierto y α ∈ I
}
.

Es posible comprobar que
{

(τ ∗−1(Uα),Φα), α ∈ I
}
es un atlas para T ∗M . �

Definición B.16. Dada una función suave F : M −→ N , de�nimos el pullback por
F en p ∈ M , como la aplicación F ∗p : T ∗F (p)N −→ T ∗pM tal que, para cada σ ∈ T ∗F (p)N y
cada v ∈ TpM :

F ∗p (σ)(v) = σ(F∗,p(v)). (B.11)

Definición B.17. SeaM una variedad diferencial, entonces un campo vectorial (sobre
M) o sección del �brado tangente, es una función suave χ : M −→ TM tal que, para
cada p ∈M ,

τ ◦ χ(p) = p.

Definición B.18. Una distribución D sobre TM es la unión (∀p ∈M) de subespacios
vectoriales Sp ⊂ TpM , con la condición de que exista un r natural (1 ≤ r ≤ n) y para
cada p ∈ M exista un abierto Up y campos vectoriales χj : M −→ TM con j = 1, . . . , r,
tales que para cada q ∈ Up, {χ1(q), . . . , χr(q)} sea una base de Sq.

Definición B.19. Sea M una variedad diferencial, una 1-forma (sobre M) o sección
del �brado cotangente, es una función suave ω : M −→ T ∗M tal que, para cada p ∈M ,

τ ∗ ◦ ω(p) = p.

Ahora daremos la de�nición de pullback para 1-formas, que puede encontrarse en la
página 285 de [14].

Definición B.20. Sea una función suave F : M −→ N y ω una 1-forma sobre N .
Llamaremos pullback de ω por F , a la 1-forma F ∗ω sobre M , de�nida como

(F ∗ω)(p) = F ∗p (ω(F (p))),

que actúa sobre un vector v ∈ TpM por

(F ∗ω)(p)(v) = ω(F (p))(F∗,p(v)).



C
Apéndice Termodinámica

En [11] los autores siguen la termodinámica del no equilibrio propuesta en [18]. Sin
embargo, para el abordaje de los ejemplos presentes en este trabajo nos bastará con el co-
nocimiento de los sistemas clásicos de la termodinámica del equilibrio (o cuasi-equilibrio),
descritos en [5]. En este apéndice introduciremos algunas nociones mínimas de Termodi-
námica, para poder facilitar la comprensión de algunos conceptos básicos tratados en este
trabajo.

Informalmente hablando, la idea de sistema termodinámico es la de un conjunto de
materia con�nada en un entorno delimitado por paredes con ciertas propiedades. En un
sistema termodinámico existen diferentes variables termodinámicas que pueden, en algu-
na medida, caracterizar el comportamiento del sistema o sus propiedades. Las variables
termodinámicas que, en nuestro caso, nos permitirán estudiar un sistema termodinámico
son las siguientes variables reales: T la temperatura, U la energía interna, S la entropía,
V el volumen y P la presión. En términos matemáticos podemos pensar que estos pa-
rámetros existen en un abierto de R5 y un sistema termodinámico podemos identi�carlo
con un subconjunto de dicho espacio, el cual recibe el nombre de estados (o estados de
equilibrio) del sistema.

Nota C.1. Existen otras variables termodinámicas que no serán relevantes en este
trabajo, como el número de moles N , que consideraremos constante (N = N0) y el po-
tencial químico µ, que directamente no utilizaremos. Además, la variable volumen V , solo
será relevante en la sección 2 del Capítulo 4.

Identi�caremos a los llamados estados de equilibrio con los valores de las variables
antes mencionadas, matemáticamente hablando, un estado de equilibrio es un punto en
R5. En un sistema termodinámico, un proceso termodinámico es una curva en el sistema.

Dados un sistema termomecánico y las variables termodinámicas que caracterizan
sus estados de equilibrio, llamaremos ecuaciones de estado a aquellas ecuaciones que in-
volucren dichas variables. Estas ecuaciones de estado caracterizan los subconjuntos que
identi�can al sistema. En el caso que se conozcan una cantidad su�ciente de ecuaciones
de estados, dicha información puede codi�carse con la siguiente estructura formal.

En Termodinámica, existe la llamada Primera Ley de la Termodinámica, la cual es-
tablece una relación entre la energía interna del sistema y la energía que se intercambia
con el entorno. Denominamos calor Q al intercambio de energía térmica y trabajo W al
intercambio de energía mecánica.

∆U = Q−W, (C.1)
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donde ∆U representa la variación de la energía interna del sistema. Esta ley re�eja el
principio de conservación de energía para el caso de sistemas termodinámicos: la variación
de energía interna en un sistema termodinámico es igual a la diferencia entre la cantidad
de calor y la cantidad de trabajo intercambiados por el sistema con sus alrededores.

Para los casos que veremos en este trabajo, asumiremos que vale la llamada condición
de cuasi-estaticidad, motivo por el cual valen las siguientes igualdades

dW = PdV y dQ = TdS.

Luego, la variación in�nitesimal de C.1 es

dU = TdS − PdV. (C.2)

Presentamos las llamadas relaciones fundamentales de la termodinámica, las cuales
son equivalentes entre si y nos dicen que: la energía interna U puede escribirse en función
de S y V , y del mismo modo, la entropía S puede escribirse en función de U y V .

U = U(S, V ), (C.3)

S = S(U, V ). (C.4)

Si derivamos (C.3) obtenemos la variación in�nitesimal de la energía interna:

dU =
∂U

∂S
dS +

∂U

∂V
dV.

A partir de la cual, se de�nen formalmente las variables T y P :

T :=
∂U

∂S
,

P := −∂U
∂V

,

recuperando la Ecuación C.2.
Un sistema termodinámico se dice adiabático si sus paredes no permiten el intercambio

de calor entre el sistema y el exterior, lo cual signi�ca que dQ = 0. En los sistemas
adiabáticos se tiene entonces que dU = PdV , es decir, la variación de la energía interna
depende de la presión y el volumen. Un sistema adiabático en el que el número de moles
permanece constante (N = N0), se dice aislado.

Ejemplo C.2 (Gas ideal). Un ejemplo clásico de sistema termodinámico, es el del
gas ideal mono-atómico, para el cual tenemos las siguientes ecuaciones de estado que lo
caracterizan (sección 3.4 de [5]).

Relación entre la presión P , el volumen V , el número de moles N0, la constante
universal de los gases R y la temperatura T :

PV = N0RT. (C.5)

Relación entre la energía interna U , el número de moles N0, la constante universal
de los gases R y la temperatura T :

U =
3

2
N0RT. (C.6)

Si el sistema es adiabático tenemos la siguiente relación entre la presión P y el
volumen V :

PV 5/3 = ξ, (C.7)

donde ξ es una constante positiva.
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A partir de las ecuaciones de estado se puede dar una forma explícita para la relación
fundamental C.4 (Ecuación (3.34) de [5]). Para el caso donde N es constante se tiene

S(U, V ) = S0 +N0R log

[( U
U0

)3/2( V
V0

)]
, (C.8)

donde R ≈ 8, 314 J/(mol·K) es la constante universal de los gases. De ella podemos
despejar la relación fundamental C.3:

U(S, V ) = U0e
2

3RN0
(S−S0)

(
V

V0

)−1

. (C.9)

En el caso en que V es constante (V = V0), tendremos

U(S) = U0e
2

3RN0
(S−S0)

. (C.10)

Nota C.3. En un sistema termodinámico, las relaciones fundamentales condensan la
información del sistema, que por lo general, es desconocida, salvo excepciones.
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