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Resumen

Un problema béasico de la Mecanica Clasica es hallar la evolucién de cada sistema
mecanico. Este problema se traduce, segin la formulacién variacional lagrangiana, al de
hallar los extremos de una funcional (la accion) sobre un espacio de caminos; y en ultima
instancia, al de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Sin embargo,
no siempre es posible encontrar soluciones analiticas a esas ecuaciones, por lo que, una
posibilidad es recurrir a métodos numéricos que permitan aproximar su solucion. En
particular, los métodos numéricos empleados en mecénica, son los llamados integradores
variacionales, que poseen propiedades “buenas’, como por ejemplo la conservacion de
estructuras simplécticas, permitiendo realizar simulaciones a tiempos prolongados. Los
sistemas lagrangianos discretos son sistemas dindmicos discretos, cuyas trayectorias son
integradores variacionales, que se obtienen mediante un principio variacional.

En la vida real, los sistemas fisicos tienen propiedades termodinamicas, como la tem-
peratura, la presion, la energia interna, el calor y otras, que no pueden ser modeladas
por la Mecéanica. Sin embargo, es posible combinar la Mecéanica y la Termodindmica pa-
ra dar lugar a la formulacion de los llamados Sistemas Termomecéanicos Lagrangianos.
Estos sistemas, al igual que los mecanicos, se formulan a partir de un principio variacio-
nal inspirado en el modelo lagrangiano. En los sistemas termomecéanicos también existe
una equivalencia entre el principio variacional y la resoluciéon de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias, por lo que nuevamente tenemos el mismo inconveniente. Surge
entonces la formulacion “a tiempo discreto” de los sistemas termomecanicos, donde se
busca aproximar la evolucion de estos sistemas por medio de integradores variacionales.

En este trabajo introduciremos nociones basicas sobre los sistemas termomecénicos la-
grangianos y su version a tiempo discreto. Al comienzo haremos un repaso sobre sistemas
lagrangianos continuos y discretos, dando definiciones y resultados, que luego adaptaremos
al formalismo de los sistemas termomecanicos. Seguiremos principalmente el articulo [11]
y completaremos algunos resultados importantes que no estan probados en dicho articulo.
Luego desarrollaremos un método de discretizacion, para construir un sistema termome-
canico discreto a partir de un sistema termomecanico dado. Finalmente, analizaremos,
por medio de ejemplos, algunas limitaciones del formalismo que ellos proponen.

Se intentard que el material de este trabajo sea auto-contenido para quienes tengan
conocimientos basicos de Geometria y Célculo, para ello, agregaremos tres apéndices que
servirdn como apoyo para el lector.
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Introduccidén

1. Contexto historico

La Mecénica Clasica es una de las ramas principales de la Fisica, introducida por
Isaac Newton en su libro Philosophiz naturalis principia mathematica [17] en 1687. Esta
se dedica a estudiar el comportamiento de cuerpos en reposo o cuyas velocidades son
pequenas comparadas a la de la luz. Ejemplos de sistemas de la Mecéanica Clasica van
desde la trayectoria de un proyectil, hasta el movimiento de los planetas en el Sistema
Solar. A partir del estudio de sistemas inerciales, Newton formul6é una ecuaciéon vectorial
que determina el movimiento de cuerpos (con masa constante) en el espacio:

F(t) = mi(t) (1.1)

donde Z(t) es la aceleracion de un cuerpo cuya posicion es z(t) y F(t) es la fuerza ejercida
sobre el mismo cuerpo, ambos son vectores en R3. Esta ecuacion es capaz de describir todos
los fenémenos enmarcados en la Mecénica Clasica bajo el concepto de que el cambio de
movimiento de un objeto es directamente proporcional a la fuerza impresa sobre éste.

Un planteo mas moderno de la Mecénica surgi6 un siglo después, la Mecanica Lagran-
giana, introducida por Joseph Louis de Lagrange en su libro Mécanique analytique [13] en
1788, es una reformulacion de la Mecénica Newtoniana. Esta formulacion surge a partir
del Principio de Hamilton, el cual establece que las trayectorias de un sistema mecani-
co se obtienen como puntos criticos del funcional de accién sobre el espacio de caminos,
que se calcula integrando una funcién escalar, el lagrangiano, sobre el camino dado, en
el tiempo. La ventaja de la formulacion Lagrangiana sobre la formulaciéon Newtoniana,
es que las configuraciones del sistema forman una variedad para la cual es posible elegir
libremente las coordenadas que la parametrizan. Supongamos como ejemplo sencillo un
péndulo simple que se balancea. Si uno considera la masa del péndulo como una particula,
al calcular el movimiento de la particula en el plano, usando la mecénica newtoniana sera
necesario incluir una fuerza que restrinja el movimiento de la masa, obligdndola a perma-
necer a distancia fija del punto de suspensiéon del péndulo, a esta restriccion se la llama
vinculo y a la fuerza, fuerza de vinculo. Para el mismo problema utilizando la mecéanica
de Lagrange, se observa el trayecto que puede recorrer la particula y se elige un espacio
de configuraciones conveniente que caracteriza completamente el posible movimiento de
la particula, en este caso puede ser una circunferencia de radio igual al largo de la varilla
del péndulo. Esta eleccion elimina la necesidad de considerar la fuerza de vinculo antes
mencionada, lo cual simplifica notablemente las ecuaciones que dan lugar a la dindmica
del sistema.
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En el ejemplo anterior, mencionamos que la trayectoria de la particula podia conside-
rarse sobre una circunferencia de radio igual al largo de la varilla del péndulo. En general
los sistemas lagrangianos se consideran sobre variedades diferenciales que sean adecuadas
para modelar la dindmica de las particulas. Al introducir estas estructuras matemaéticas,
inmediatamente hacen aparicion conceptos intrinsecos de la Geometria Diferencial, como
la suavidad, los espacios tangentes, etc. Al formular la Mecanica Lagrangiana haciendo
uso de las herramientas provistas por la Geometria Diferencial, se tiene un formalismo da-
do en un lenguaje mucho mas sofisticado y sistematico que el de la Mecanica Clasica. Una
de las ventajas del tratamiento geométrico es que este facilita el estudio y comprension
de las simetrias de los sistemas y de las correspondientes magnitudes conservadas.

Es habitual que en las formulaciones mecéanicas, ya sea la Newtoniana o la Lagrangiana,
la descripciéon de los sistemas venga de la mano de ecuaciones diferenciales complicadas
(0 incluso imposibles) de resolver analiticamente. Es por esto que surge la necesidad de
buscar formulaciones alternativas de dichos sistemas y una de ellas es la provista por la
Mecanica Discreta. Para ponernos en contexto pensemos el siguiente ejemplo: supongamos
que presenciamos el disparo de una bala de canén, nosotros usando las ecuaciones de
Newton sabemos c6mo serd su trayectoria conociendo la velocidad inicial de la bala dada
por la fuerza explosiva y el &ngulo de inclinacion del canén. Pero ahora supongamos que
no conocemos la velocidad inicial y lo dnico que tenemos es una serie de fotos de la
trayectoria en distintos tiempos de esta. Es posible describir el movimiento de la bala
haciendo uso de estas fotos siguiendo una formulacién de la mecanica diferente a las que
mencionamos antes: la Mecanica Discreta es una formulacion en la que uno de los objetivos
es estudiar ciertos tipos de sistemas dinamicos, como por ejemplo sistemas fisicos, en los
que el tiempo es una variable discreta e incluso el espacio podria serlo. En esencia, la
Mecanica Discreta se ocupa de describir sistemas dinamicos por medio de "fotos". La
mayor motivacion en el origen de la Mecanica Discreta es la cuestion: dado un sistema
dindmico continuo, ;cémo se pueden obtener sistemas discretos que aproximen al sistema
continuo? y, de hecho, estudiar cuén buena es esa aproximacion. En definitiva la Mecanica
Discreta permite generar integradores numéricos para las ecuaciones de movimiento de
un sistema continuo. Lo interesante de esta formulacién es que también puede escribirse
usando el lenguaje de la Geometria Diferencial, lo cual luego nos permitird relacionarla
con la formulacion lagrangiana.

Otra disciplina destacada que tomara un papel importante en este trabajo es la Ter-
modinémica, la cual es una rama de la Fisica que surge del intento de estudiar los llamados
estados de equilibrio de sistemas dindmicos de muchas particulas en los que los parame-
tros de velocidad y posicion de éstas no son conocidos. Lo llamativo de esta disciplina es
que los estados de equilibrio de los sistemas quedan univocamente determinados por una
pequena cantidad de variables macroscopicas, a pesar de que a nivel microscopico dicho
sistema se componga de una gigantesca cantidad de particulas puntuales (por lo cual un
estudio mecanico seria computacionalmente imposible). Dichas variables termodinamicas
obedecen a ciertas leyes (leyes de la termodinamica), la primera de las cuales, estable-
ce una relacion sobre la conservacion de energia, relacionando la energia térmica con la
energia mecanica. Los estados de equilibrio de los sistemas termodinédmicos se estudian a
partir de magnitudes tales como la energia interna, la entropia, el volumen y el nimero
de moles del sistema, o por medio de magnitudes derivadas de las anteriores como la
temperatura y la presién. Por ejemplo, un horno puede ser considerado como un sistema
termodinamico: una caja cerrada con un calentador debajo. Las paredes no dejan escapar
el aire del interior, con lo cual, el nimero de moles del sistema es constante. Ademas,
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si suponemos que las paredes son aislantes térmicos perfectos (salvo la pared del calen-
tador), el aire en el interior del horno va aumentando su temperatura gradualmente y a
su vez, intenta expandirse, lo que conlleva a un aumento de la presiéon sobre las paredes
del sistema. El aumento en la temperatura y la presion se traduce en el aumento de la
energia interna del sistema. Este fenémeno nos muestra que existe una transferencia de
energia: la energia quimica del gas que alimenta el calentador, se transforma por medio
de la combustion y se transmite en forma de calor, para resultar en la energia interna del
gas dentro del horno. En la Figura ilustramos el sistema.

F1GURA 1.1. Horno cuyas paredes no dejan escapar el aire en su interior.
Las flechas negras indican la presion P ejercida sobre las paredes del sistema.

La realidad es que en la practica, al momento de modelar un sistema fisico, los objetos
usualmente tienen propiedades tanto mecanicas como termodinamicas, que afectan direc-
tamente la dinamica del sistema, por ejemplo: los pistones de un motor de combustion
interna, el ventilador de una turbina o incluso el revestimiento de un cohete. Por esto
surgio la necesidad de crear una nueva formulacién que integra la Mecanica y la Termodi-
namica en una sola teoria, que fue llamada Termomecanica. Los sistemas termomecanicos
son sistemas dindmicos que poseen propiedades tanto mecanicas como termodinamicas. El
modelo termomecanico, que trataremos en este trabajo, utiliza como base la formulacion
lagrangiana de la mecanica e introduce convenientemente herramientas de la termodina-
mica que permiten estudiar estos sistemas hibridos. Una versiéon de la termomecéanica que
se dedica a estudiar solidos (rigidos o deformables) y fluidos, es la Mecéanica del Conti-
nuo introducida por Augustin Louis Cauchy, Siméon Denis Poisson y Claude-Louis Marie
Henri Navier a principios del siglo XIX. Sin embargo, el modelo termomecanico que tra-
taremos en este trabajo surge de un enfoque completamente diferente, ya que se trata de
un modelo donde las variables tienen finitos grados de libertad. En este trabajo segui-
remos principalmente una novedosa propuesta dada por F. Gay-Balmaz y H. Yoshimura
en su articulo [11], en ella se combinan elementos de la mecanica lagrangiana y de la
termodin&dmica, proponiendo como hipotesis fuerte, el hecho de poder describir los esta-
dos de equilibrio de un sistema termomecéanico, por medio de la entropia. Otros autores
que estudiaron el modelo de los sistemas termomecéanicos son H. Cendra, S. Grillo y M.
Palacios Amaya en su articulo [7], el cual utilizaremos como inspiracién para estudiar
otros ejemplos y contrastar el formalismo propuesto en [11].

2. Motivacién y plan de trabajo

En este trabajo estudiaremos distintos aspectos de una clase de sistemas, llamados
sistemas termomecénicos lagrangianos forzados. La motivacion detras del estudio de estos
sistemas, es el hecho de que en la vida real los sistemas mecanicos siempre estan ligados a
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la termodin&dmica. Encontrar la evolucion de dichos sistemas puede ser una tarea dificil,
va que, usualmente estd modelada por la solucion de ecuaciones diferenciales muy compli-
cadas de resolver. Una forma alternativa de encontrar las trayectorias de dichos sistemas,
es utilizando métodos numéricos, que permitan aproximar la evoluciéon de los sistemas
termomecanicos. Esto lleva la formulacion de los sistemas termomecénicos discretos, cuyo
objetivo es la construccion de dichos métodos numéricos, que en este caso, son conocidos
como integradores variacionales.

En este sentido, uno de los objetivos de este trabajo es explicar qué son los sistemas
termomecanicos lagrangianos forzados y dar una fundamentacion solida a ciertos tipos
simples de sistemas termomecanicos discretos. Ademas, mediante ejemplos, se busca ilus-
trar el tipo de resultado numeérico obtenible con los integradores desarrollados por este
camino.

El segundo capitulo de este trabajo es una revision de temas bien conocidos de la litera-
tura sobre sistemas mecanicos lagrangianos y sistemas mecanicos lagrangianos discretos,
que sirve como motivacion para el estudio de los sistemas termomecanicos. Empezare-
mos estudiando los sistemas mecénicos lagrangianos forzados, dando su definicién y su
dindmica, al mismo tiempo que introducimos un ejemplo ilustrativo del tema. Luego,
desarrollaremos la version a tiempo discreto de estos sistemas y estudiaremos una version
discretizada del mismo ejemplo. Para ver més sobre estos temas recomendamos el articulo
de Marsden-West [15]. Al final del capitulo, introduciremos algunas nociones béasicas de
los sistemas mecéanicos con vinculos, para el caso continuo y el caso discreto. Esto tltimo
servird mas tarde para formular los sistemas termomecanicos, cuya definicion requiere
cierta comprension de los sistemas de aquel tipo.

En el capitulo tercero, veremos los sistemas termomecanicos lagrangianos que son
el tema principal de este trabajo. Seguiremos el articulo sobre sistemas termomecani-
cos lagrangianos de F. Gay-Balmaz y H.Yoshimura [11] y completaremos algunos puntos
importantes de ese trabajo. Como en el primer capitulo, inicialmente introduciremos la
versidon continua de estos sistemas, cuya dinamica se obtiene a partir de un principio
variacional. En base a ese principio, presentaremos un resultado, el Teorema [3.9, que
permite obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema termomecanico (en vez de
usar directamente el principio variacional). Daremos una demostracion detallada de dicho
teorema. Luego introduciremos la version a tiempo discreto de los sistemas termomecani-
cos, cuya dindmica estard determinada por un principio variacional analogo al usado para
los sistemas a tiempo continuo. Otra contribuciéon de nuestro trabajo es la demostracion
completa de un resultado, el Teorema [3.17] que caracteriza las trayectorias de estos sis-
temas como soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas. Continuaremos viendo
ejemplos ilustrativos de cada tipo de sistema. Luego dedicaremos una seccién a introducir
y demostrar un resultado que nos garantizara, bajo ciertas condiciones, la existencia del
flujo discreto en un sistema termomecanico discreto y discutiremos, en un ejemplo, la
necesidad de imponer esas condiciones para que un sistema admita trayectorias. Finali-
zaremos proponiendo un método para, a partir de un sistema termomecanico continuo,
obtener una familia de sistemas discretos que, idealmente, aproxime su comportamiento.

En el capitulo cuarto estudiaremos dos ejemplos de sistemas termomecanicos elementa-
les, el primero de los cuales fue tratado en el articulo [7]. En el primer ejemplo, trataremos
un sistema conformado por un carro, cuyos ejes rozan al girar y esto da lugar a que sea
interesante estudiar la transformacion de su energfa cinética en calor y la evolucion de
las variables termomecéanicas relacionadas. Primero formularemos el sistema de manera
continua y luego, usando las técnicas introducidas en el Capitulo [3] lo formularemos de
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manera discreta utilizando dos discretizaciones diferentes. Luego compararemos los re-
sultados obtenidos a partir de cada una de las discretizaciones. En el segundo ejemplo
estudiaremos un sistema donde la fuerza elastica de un resorte se contrapone a la presion
ejercida por la expansion de un gas dentro de una caja. Este tltimo sistema es interesante
porque servira para ilustrar los limites del formalismo que estudiamos en el Capitulo |3|y
que proponen en [11].

En el breve capitulo quinto haremos un resumen considerando los puntos méas impor-
tantes de este trabajo y presentaremos una lista con las posibles lineas a investigar en el
futuro.

Concluiremos este trabajo con tres apéndices que serviran como resumidas guias de
lectura sobre temas que subyacen a este trabajo. En el Apéndice [A] se puede ver un
método para resolver la ecuacion de recurrencia que estara presente en el ejemplo del
resorte con masa y friccion discreto del Ejemplo 2.22] En el Apéndice [B]sobre Geometria
Diferencial, se desarrollan algunos topicos de esta disciplina, que servira como ayuda para
familiarizarse con el lenguaje matematico que usaremos en este trabajo. Por tltimo, en el
Apéndice [C] sobre Termodinamica, estan resumidas algunas de las herramientas bésicas
que utilizaremos de dicha disciplina en este trabajo.






Sistemas Mecanicos Lagrangianos

En este capitulo primero abordaremos los sistemas mecanicos lagrangianos, empezan-
do por definir qué son y cudl es su dindmica, luego agregaremos el concepto de fuerza
definiendo su dindmica a partir del Principio de Lagrange-D’Alembert para estos siste-
mas. [lustraremos las ideas de la primera seccion con un ejemplo de sistema mecéanico,
usando la formulacion lagrangiana presentada. En la segunda parte del capitulo, de for-
ma similar a como haremos en la primera parte, presentaremos la formulacion a tiempo
discreto de los sistemas mecanicos lagrangianos, la cual en principio, no tiene relacion
alguna con la formulacion lagrangiana de los sistemas continuos, sino que son “mundos
paralelos”, que mas tarde, en la Secciéon 4| del Capitulo [3] conectaremos. Finalizaremos el
capitulo repasando algunas nociones bésicas sobre sistemas mecénicos con vinculos y sis-
temas mecanicos discretos con vinculos, que serdn necesarios para plantear el formalismo
de los sistemas termomecanicos, en el capitulo siguiente.

1. Sistemas mecanicos lagrangianos forzados

En esta primera seccidon comenzaremos estudiando los sistemas mecanicos lagrangia-
nos, los cuales son sistemas mecanicos que siguen la formulacién de Lagrange. Presen-
taremos la definicion de estos sistemas, con su dinamica y sus ecuaciones de evolucion.
Luego introduciremos el concepto de fuerza para introducir los sistemas mecanicos la-
grangianos forzados junto a su dinamica y sus ecuaciones de evolucion. Intuitivamente y
siendo simplistas, un sistema mecanico lagrangiano es un sistema dinamico de particulas
con sus interacciones, cuya dindmica puede ser descrita a partir de una funcion llamada
lagrangiano. Ejemplos de estos tipos de sistemas pueden ser, desde un péndulo simple,
hasta la 6rbita de un planeta o el sistema solar completo.

Usaremos el lenguaje de la Geometria Diferencial y sugerimos [3] y [14] como material
de consulta. Como libro de referencia para Sistemas Mecénicos, sugerimos [1].

NoTA 2.1. En este trabajo usaremos el calificativo suave para referirnos tanto a fun-
ciones como a variedades diferenciales de clase C'™°.

DEFINICION 2.2. Un sistema mecanico lagrangiano (SML) es un par (@, L) donde
(@ es una variedad diferencial de dimension n, denominada el espacio de configuracion y
L :TQ — R es una funciéon suave, denominada lagrangiano.

NotA 2.3. En los sistemas mecanicos, es frecuente que los lagrangianos sean de la
forma

L(v)=K(v)—=V(r(v)) veTQ
7
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donde la funciones, V : ) — Ry K : TQ) — R, son llamadas energia potencial y
cinética respectivamente. Esta tltima funcién suele ser cuadratica y definida positiva en
cada fibra de T'Q), por lo que define una métrica riemanniana sobre ().

Un ejemplo es el lagrangiano de una particula libre en el espacio R, con masa m, en
un campo gravitatorio con origen en una masa M:

donde G es la constante de gravitacion universal, x la posiciéon de la particula de masa
m en el espacio R* — {0} y ||z|| es la distancia de la particula de masa m a la masa M
ubicada en el origen del sistema de coordenadas.

A continuacién formularemos los sistemas mecénicos lagrangianos, para ello, daremos
algunas definiciones previas.

Sea I C R un intervalo abierto, una curva sobre () es una funcién suave ¢ : [ — Q). A
continuacion veremos que todo SML da lugar a un sistema dinamico. A este fin llamaremos
espacio de caminos C'()) al conjunto constituido por todas las curvas suaves sobre ). Se
prueba que C(Q) es una variedad diferencial de dimension infinita.

Una variacion sobre una curva ¢(t) es una funcion suave v : I X (—¢,e¢) — @ tal que
~(t,0) = ¢(t) para todo t € I. Diremos que una variacion -y es a extremos fijos si para
cualquier s se cumple y(to, s) = q(to) v v(t1,s) = q(t1), donde to y t; son los extremos de
1.

Una variacion infinitesimal sobre ¢(¢) es una funciéon suave dq : I — TQ tal que
dq(t) € Ty Q. Diremos que una variacion infinitesimal dq es a extremos fijos si dq(ty) = 0
y dq(t1) = 0, donde ty y ¢; son los extremos de I.

Asociada a cualquier variacion v, sobre ¢(t), existe una variacion infinitesimal dq(t) :=
%’y(t, s)|s=o. Para cada variacion infinitesimal existe una variacién 7, no tnica, que la
genera en este sentido.

DEFINICION 2.4. En un SML (Q, L), una curva ¢ € C(Q) es trayectoria del sistema si
y s6lo si, al tomar variaciones infinitesimales sobre ¢ : [to,t1] — @ a extremos fijos, ésta
es punto critico del funcional de accion (ver Nota S : C(Q) — R definido mediante

S0)= [ L@

to
esta condicion es conocida como Principio de Hamilton |1, 12].

NoTA 2.5. Que g sea punto critico del funcional de accion significa que
d (™ sdy
0= 2 L(— t, >dt
i ), gt

para toda variacion v sobre ¢ a extremos fijos.

s=0

En la practica lo mas usual es hallar las trayectorias de un sistema mecanico como
soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales, llamadas ecuaciones de evolucion o
ecuaciones de Fuler—Lagrange.

TEOREMA 2.6 (Ecuaciones de Euler—Lagrange). Sean (Q, L) un SML, (U, ¢) una carta
coordenada de Q y q : I — Q una curva en Q) tal que q(I) C U. Entonces q es trayectoria
del sistema si y solo si se verifican las siguientes n ecuaciones diferenciales ordinarias:

(AL ey - L2 i sty 0, =1,
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con (z(t),z(t)) = ®(¢'(t)) donde ® : TU — ¢(U) x R™ es la carta coordenada de TQ
que proviene de .

Este Teorema es un caso particular del Teorema [3.9 que se demostrara mas adelante.
Siguiendo con los sistemas mecénicos, introducimos a continuaciéon a los sistemas for-
zados, que son una extension muy comun de los SML.

DEFINICION 2.7. Dada una variedad diferencial (), una fuerza es una funciéon suave
F:TQ — T*Q que preserva las fibras, i.e. F(v,) € T;Q, donde T;Q es el espacio
cotangente de ) en el punto ¢ y v, € T,Q).

EJEMPLO 2.8. Consideremos un potencial suave V : R® — R en Q = R? y con él
definamos una fuerza conservativa F' : T'Q)Q — T*(Q mediante,

F(z,2)(z,0z) = =VV(z) - iz,

para dx € T,Q).
Consideremos ahora el siguiente lagrangiano para el sistema

. 1 . . .
L((Il,l'g, 1’3), (1’1,[['275173)) = ém(x% + Ig + ZL’%) — V(I1,$27I’3).

Haciendo uso del Teorema llegamos a la ecuacion
m(2y, T, T3) + VV (21, 29, 23) = 0.
Luego, despejando, obtenemos la ecuacion de Newton ([1.1])
m(, To, @3) = F((1, 22, x3), (¥1, 22, X3)).
Esto muestra como los sistemas lagrangianos (sin fuerzas) permiten modelar a los sistemas

que tienen solo fuerzas conservativas.

Una forma alternativa de definir una fuerza es como una l-forma diferencial sobre
l‘fx variedad diferencial T'Q). Dada F' : T() — T*() que preserva las fibras, definimos
F.TQ — T*T(Q tal que

A

F(vg)(wy,) = F(vg)(1q.., (wy,)), (2.1)
con v, € T,Q y w,, € T, TQ, donde 7 : T'Q) — @ es la proyeccién del fibrado tangente
Y TQuw, T,,TQ — T,Q su diferencial en el punto v,. Al evaluar I sobre un vector
tangente v, € TQ tenemos F(v,) : T,,(TQ) — R.

Luego tenemos el siguiente diagrama:

T, TQ — T,Q

F(vq)

R

DEFINICION 2.9. Diremos que:
» Dado v, € T,Q, un vector w,, € T;, TQ es vertical < 7o, vq(qu) =0.
= Una 1-forma w sobre T'Q) es horizontal < w = 0 sobre todos los vectores verticales.

LEMA 2.10. Existe una biyeccion entre las fuerzas sobre () (Deﬁm’cio’n y las 1-
formas horizontales sobre T(Q).
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~

DEMOSTRACION. Sea F' una 1-forma horizontal, entonces definimos F : TQ)Q —
T*Q mediante F(v,)(6q) = F(v,)(dw), donde v,,0q € T,Q v dw € T,,TQ es tal que
TQMq(dw) = dq. Veamos que I’ estd bien definida, para ello, consideremos dw,éw’ € T, TQ
tales que TQ*MI((SU)) =40qy TQ*wq(dw’) = ¢q, entonces TQ*Vvq<5U) —ow') =0g—06qg =0
con lo cual dw — dw' es horizontal. Usando esto tenemos que F'(v,)(dw) — F(v,)(0w') =
F(v,) (6w — dw') = 0 por ser F horizontal. Por lo tanto F no depende de la eleccion del
ow.

Reciprocamente, si F' : T(Q)Q — T*(@) es una funcion suave que preserva las fibras,
basta definir F' como en (2.1)).

Veamos que estas dos asignaciones son mutuamente inversas. Para ello consideremos
la fuerza F'y con ella construimos la 1-forma horizontal F(vq)(qu) = F(vy)(7q.., (Wy,))-
Ahora, a partir de F definimos F'(v,)(q) = F(v,)(dw) con dw € T,,TQ tal que rq_ , (dw) =
dq. De esta forma F'(v,)(8q) = F(v,)(dw) = F(v,)(8q), asi F' = F. Reciprocamente si
consideramos la 1-forma horizontal ', con ella construimos F(v,)(dq) = F(v,)(0w), don-
de vg,0q € T,Q y dw € T,/ TQ es tal que TQ*7vq(5w) = 0q. Luego si a F le asignamos la
1-forma I, tenemos que F'(v,)(dw) = F(v,)(q.,, (6w)) = F(v,)(g) = F(v,)(dw), con
lo cual £ = F". O

NoOTA 2.11. La posibilidad de reinterpretar las fuerzas como 1-formas sobre T'Q), sera
atil en la Seccion [2 para motivar la definicion de fuerza discreta.

La siguiente definicion puede encontrarse en el Capitulo 2.1 de [12].

DEFINICION 2.12. Sea (Q,L) un SML y F : TQ — T*Q una fuerza. Un sistema
mecanico lagrangiano forzado (SMLF) es un sistema dinamico definido por (Q, L, F'). En
un SMLF, una curva q : [to, t1] — @, es trayectoria del sistema si satisface la condicion:

6/”qumﬁ+/lF@ﬁ»Mﬁ=o

to to
para todas las variaciones infinitesimales dg sobre ¢ con extremos fijos. Este principio es
llamado el Principio de Lagrange-D’Alembert.

NoTA 2.13. El término izquierdo de la expresion anterior significa tomar una variacion
~(t, s) de ¢ con extremos fijos, que genere d¢q(t) y calcular la expresion:

5/“ L(q’(t))dt:d% ttlL(CjZ—Z(t,stt

to

s=0

TEOREMA 2.14 (Ecuaciones de Lagrange-D’Alembert). Sean (Q, L, F) un SMLF,
(U, ¢) una carta coordenada de QQ y q una curva en Q contenida en U. Entonces q es
trayectoria del sistema st y solo si se verifican las siguientes n ecuactones diferenciales
ordinarias:

i(gg§§:l)@@%ﬂﬂ%-Qggfilm@mﬂw>

= fo@ 7 a(t),d(t), =1,

con (x(t),z(t)) = ®(¢(t)) donde ® es la funcion coordenada de TQ asociada a ¢ y
F= Z?Zl fido; es la expresion local de la fuerza en la carta coordenada elegida.

Este resultado se demuestra siguiendo una idea similar a la de la demostracion del
Teorema [3.9] la cual escribiremos méas adelante.
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EJEMPLO 2.15. Consideremos R? como espacio de configuracion y pensemos en un la-
gra;)ngiano L(z,&) :== 3m ||||” correspondiente a una particula libre y una fuerza F(z, ) =
ijl fj(x, &)dx;. Haciendo uso del Teorema obtenemos las ecuaciones para las tra-
yectorias del sistema:

mxj = fj(&l,i), ] = 1,2,3.

Estas son las ecuaciones de Newton (|1.1]) para un sistema formado por una tnica particula
en R? sujeta a una fuerza F.

El Ejemplo muestra como la Mecanica Newtoniana (al menos la de una particula)
se puede obtener a partir de la formulacion lagrangiana.

EJEMPLO 2.16 (Resorte Con Masa). Un ejemplo de SMLF es el resorte con un extremo
fijo y con una masa en el otro extremo sobre la que actia una fuerza de rozamiento. En
este sistema, () = R es el espacio de configuracion y z(t) € R es es la posicion de la masa
del resorte.

P N

FiGURA 2.1. Esquema del SMLF del Ejemplo

El lagrangiano propuesto es

1 1
L(x, %) = im:iUQ — 5779527

donde m es la masa, 17 es la constante de elasticidad del resorte. Ademaés, la fuerza que
actiia sobre la masa es F(z,) = —A@dz, con A > 0 el coeficiente de friccion de la masa
con el aire.

Por el Teorema las trayectorias del sistema son las soluciones de la ecuacion de
Lagrange-D’Alembert que, en este caso, es mi + nr = —\z.

Existen dos posibles soluciones reales de esta ecuacion. La primera, si A2 — 4nm > 0

t(\/ A2 —4dnm — )\))
2m '

es

+ Asexp (

2(t) = Ay exp (—t(\/)\Q 2—77;477m+ A))

Pero a nosotros, segin las condiciones iniciales que tomaremos, nos interesara el caso
A2 —4nm < 0, para el cual

dnm — N2 o T — 22
x(t) = xoe_tﬁ <COS (Wt) + (\Q/H sin (@t)»
nm —

donde zy y @y son la posicion inicial y la velocidad inicial respectivamente.
Si consideramos 7 = 2 N/m, m = 2 kg, A = 0.3 N- s/m. El grafico de x(t) para
condiciones iniciales: o = 0.3 m y #p = 0 m/s aparece en la Figura
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FIGURA 2.2. Gréafico de z(t) para el Ejemplo

2. Sistemas mecéanicos lagrangianos discretos forzados

En esta seccion introduciremos los sistemas mecanicos lagrangianos discretos, en el
sentido de que el tiempo es discreto E] Intuitivamente podemos pensar esto como si solo
tuviéramos una serie de fotos del sistema mecénico que queremos estudiar y tuviéramos
que describir su dinamica en base a estas, independientemente de lo que ocurra entre cada
foto. En los sistemas discretos, a diferencia de los sistemas continuos, se puede describir
su dindmica mediante ecuaciones algebraicas.

De forma similar a como hicimos en la seccién anterior, definiremos los sistemas meca-
nicos lagrangianos discretos, junto a su dindmica y sus ecuaciones de evoluciéon discretas.
Para saber mas sobre sistemas mecéanicos discretos, sugerimos [15] como material de lec-
tura.

DEFINICION 2.17. Un sistema mecanico lagrangiano discreto con fuerzas (SMLFd) es
una terna (Q, L4, Fy), donde @ es una variedad diferencial de dimension n llamada espacio
de configuracion, Ly : Q) X ) — R es una funcion suave denominada lagrangiano discreto
y F; es una 1-forma sobre ) x ) llamada fuerza discreta.

Un SMLFd da lugar a un sistema dindmico con tiempo discreto cuyas trayectorias
definimos a continuacion.

Dado un intervalo discreto I; = {1, ..., N}, una curva discreta sobre @), es una funcion
qa : I — @Q. Una variacion infinitesimal de ¢4 es una funcion dq : I, — T'Q) tal que
oqi, € Ty, @ y diremos que es a extremos fijos si dgp = 0y dgy = 0.

NoTA 2.18. Dado que el espacio cotangente a @ X @ en el punto (¢~,¢") admite una
descomposicion de la forma:

T @x Q) =T QO TLQ, (2.2)

podemos descomponer la fuerza discreta como F, = (F, F]). Mas explicitamente recor-
dando la dependencia funcional:

Falg™,q7) = (Fy (a7,q7), Ff (a7, q")).
Adaptaremos la siguiente definicion de la dada en la seccion 3.2.1 de [15].
10tra posibilidad es que tanto el tiempo como el espacio sean discretos, en ese caso se reemplaza

la variedad diferencial @) por un complejo simplicial, cuyos vértices son las configuraciones posibles del
sistema.
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DEFINICION 2.19 (Principio variacional discreto). En un SMLFd (Q, Ly, F;;) una curva
discreta g4 es trayectoria del sistema si satisface la condicion variacional:

o Z La(qr, qry1) + Z (Qk> Qi) 0qr + F (Qks Qet1)0qs1) = O, (2.3)

para toda variacion mﬁmtesnnal (5q de ¢4 a extremos fijos.

NoOTA 2.20. El término izquierdo de la expresion (2.3)) significa tomar una variacion a
extremos fijos v(k, s) de ¢, que genere dq para luego calcular la expresion

N-1
) La( La( v(k+1
kzo (ks Qor1) Z a(y +1,9)) o
N-1
Z(D1Ld(%; Qk+1)0q + DoLa(qr, @ret1)0Gk+1)-
k=0

El siguiente resultado permite caracterizar las trayectorias de un SMLFd como solu-
ciones de un sistema de ecuaciones algebraicas.

TEOREMA 2.21 (Ecuaciones de Lagrange - D’Alembert discretas). Sea (Q, Lg, Fyy) un
SMLFd. Una curva discreta g3 = (qo, q1,---,qn) sobre Q) es trayectoria del sistema si y
solo si se verifica la siguiente ecuacion algebraica:

Dy La(qr—1, @) + D1La(qr, Grs1) + Fy (i qrrr) + Ff (qr-1, ) = 0 € Ty, Q, (2.4)
parak=1,... N — 1.

El Teorema se demuestra con técnicas analogas a las usadas en el Teorema [3.17
cuya demostracion llevaremos a cabo més adelante.

EJEMPLO 2.22. Para ilustrar este principio discreto, podemos aplicarlo a una “version
a tiempo discreto” del sistema dado en el Ejemplo [2.16, El espacio de configuracion es
@ = R y un posible lagrangiano discreto para el sistema es

1 ot —a2~ 1
Ly(z™,2") = h(§m<T)2 — é(nm_)2),
donde h es una constante real no nula, que representa un paso de tiempo.
La fuerza discreta de rozamiento es Fy(z~,z") = h)\(”’f+ 2 )dx~ y segin la descom-
posicion discutida en la Nota en este caso F; = Fyy FJr = 0.

Luego utilizando el Teorema las ecuaciones de evolucién son

A A
<l+h—>xk+1+xk_1: (2-]12 + h— ) ,k:1,2,...,
m

de la cual podemos despejar una formula recursiva para la trayectoria xj

1 A
Thp1 = m((2—h2%+ha)mk—xkl) k=12, ., (2.5)
En el Apéndice [A|se muestra como obtener la formula explicita (A.2)) para la trayectoria:
N\ sin(k6) M\ sin((k — 1))
sin sin((k —
= 1+h— — 1+h— —_— 2.6
T xl( + m) sin(6) lL'()( * m) sin(6) (26)

con # tal que,

cos(f) = ;<1 - i(inﬂ— )\))

\/1+h2 2m
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Consideremos 7 = 2 N/m, m = 2 Kg, A = 0.3 N- s/m. Luego, el grafico de z; para
condiciones iniciales: 1o =03 my x; =03 my h=0.1 s es la Figura[2.3]
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F1GURA 2.3. Grafico de x; del SMLFd del Ejemplo [2.22

Si ahora comparamos el gréfico de z; del SMLFd de este ejemplo con el grafico de x(t)
para el Ejemplo tenemos la figura [2.4]

0.3 1
02f

01f

-0.1}

—02F

FIGURA 2.4. Comparacion de Gréfico 2.2 con el Grafico 2.3

Cualitativamente podemos ver que el grafico de puntos de x; aproxima al grafico
continuo de z(t), con lo cual en este punto cabe preguntarse: dado un SMLF ;es posible
asociarle un SMLFd que, de algiin modo, lo aproxime? ;cémo? Méas adelante, en la Seccion
del Capitulo |3 exploraremos una posible respuesta a estas preguntas.

3. Sistemas mecanicos lagrangianos con vinculos

La Mecanica Lagrangiana estd interesada en describir sistemas que van méas alla de
los comprendidos en la Definicién sistemas que no son puramente mecanicos sino que
incluyen restricciones o relaciones entre las variables que los describen. Estas restricciones
son llamadas “vinculos”. En esta breve seccion vamos a repasar algunas nociones muy
basicas de los sistemas mecanicos lagrangianos con vinculos, ya que reapareceran en el
tratamiento de los sistemas termomecénicos. En concreto veremos su definicién, su dina-
mica y las ecuaciones que permiten hallar sus trayectorias. Para saber més sobre este tipo
de sistemas recomendamos el articulo [6] de H.Cendra y S.Grillo y el libro [2] de A. M.
Bloch.
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DEFINICION 2.23. Un sistema mecénico lagrangiano con vinculos (SMLV) es una cua-
terna (Q, L, Ck, Cy) donde @ es una variedad diferencial de dimension n, L : TQ) — Res
el Lagrangiano, C'x C T'Q) es una subvariedad regular: los vinculos cineméticos y Cy, C T'Q)
es una distribucion (Definicion de dimensién v: los vinculos variacionales.

DEFINICION 2.24. Sea (Q, L, Ck,Cy) un SMLV. Una curva ¢ € C(Q) es trayectoria
del sistema si y solo si ¢/(t) € Cx para todo t y se satisface la condicion:

s [ wna=o,

para toda variacion infinitesimal sobre ¢ a extremos fijos dq : I — T'Q tal que dq(t) €
Cyv N Tq(t)Q.

NoTA 2.25. Los SMLV generalizan a los SML ya que si en las Definiciones y
consideramos Cx = T'Q y Cy = TQ, obtenemos las Definiciones [2.2]y 2.4 respectivamente.

Consideremos la distribucién Cy° C T*(Q con dimension n — v, definida de la siguiente
manera: para cada g € @, se verifica que Cy"NT7Q es el subespacio anulador de Cy NT,Q.
Sea, {A "~} una base local de Cy°, es decir, las funciones A4; : Cy — R, con j =
1,...,n— v son suaves y cumplen que, en un abierto B C (), para cada g € B, el conjunto
{Aj(q) i1 es una base de Cy° NT; Q. Si tomamos una carta coordenada (U, ¢) de @ tal
que U C B con g € U, podemos escribir las funciones A;(q) : T,() — R en términos de
funciones suaves w§ : U — R tales que A;(q) = >0, wj- (¢)dg; de modo que al considerar
la base {a |}, de T,Q, tendremos:

) Z w;(a)da <8qk

DEFINICION 2.26. Llamaremos func'lones coordenadas de la base {A;}7-} respecto de

Aj(q)

<8qk > - wf(q).

la carta (U, ¢), a las funciones {w? 3= "y que definimos arriba.

7=1,.
El siguiente resultado nos permite encontrar las trayectorias de un SMLV.

TEOREMA 2.27 (Ecuaciones de Lagrange D’Alembert para sistemas con vinculos).
Sean (Q, L, Cx,Cy) un SMLV, { A;};-} una base local de Cy° en un abierto B C Q, (U, ¢)

una carta coordenada de () tal que U C By {w }Z Lo , las funciones coordenadas de
dicha base en el abierto U. Sea q una curva en @) contemda en U. Entonces q es trayectoria
del sistema si y solo si se verifica:

(@(t),2(t)) € Pugp1(2)(Cx N Tp-10)nQ) VYt € (to, 1),

(A2 D) . 50) - ATt i)
=Y NG, =1

donde x(t) := ¢(q(t)) y donde M (t) € R, j = 1,...,n — v llamados los multiplicadores de
Lagrange, también son incognitas del sistema de ecuaciones.

Omitiremos la demostracion de este teorema, pero en la pagina 38 del trabajo de N.
Borda [4] existe una demostracion para una version global de este resultado.
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EJEMPLO 2.28. Un ejemplo de sistema mecanico con vinculos es el sistema del disco
rodante vertical. El espacio de configuracion de este sistema es Q = R? x S! x S!, donde
la parte R? con coordenadas (z,y), codifica la ubicacion en el plano del punto de contacto
del disco vertical y el plano horizontal. El primer S*, con coordenada ¢, codifica el 4ngulo
entre el eje z-positivo y el plano que contiene el disco. El segundo S!, con coordenada 0,
es el dngulo de rotacion del disco respecto del eje vertical que se forma al unir el centro
de masa del disco con el punto de contacto con el plano horizontal.

El lagrangiano del sistema viene dado por la energia cinética del disco:

m

L(a:4) =

donde m es la masa del disco y donde I, J son los momentos de inercia del mismo. Los
vinculos variacionales del sistema son los usuales de rotacién sin deslizar:

P P
(& +§7) + 56" + 50,

i = Rcos(4)f y = Rsin(¢)6,
donde R es el radio del disco. Luego la distribucion de los vinculos variacionales viene
dada por

0 0 0 8>

CV N T(w,y,¢,9)Q = <a—¢, RCOS(qb)% + RSin(QS)a—y + % C T(x7y7¢,9)Q. (2.7)

En este sistema los vinculos cinematicos son los mismos que los vinculos variacionales, i.e.

CK - Cv.

4. Sistemas mecanicos lagrangianos discretos con vinculos

Asi como existen los sistemas con vinculos continuos, también existe una version a
tiempo discreto de los mismos. En esta secciéon haremos un breve repaso sobre sistemas
mecanicos lagrangianos discretos con vinculos (SMLVd) viendo su definicion, su dinamica,
y las ecuaciones para sus trayectorias. Para saber mas sobre este tipo de sistemas reco-
mendamos el articulo [10] de J. Fernandez, C. Tori y M Zuccalli, también recomendamos
la Tesis de Maestria [4] de N. Borda, el articulo [8] de J. Cortes y S. Martinez y el libro
[9] de J. Cortes.

DEFINICION 2.29. Un sistema mecanico lagrangiano discreto con vinculos (SMLVd)
es una cuaterna (Q, Lqg, C%,C%) donde @ es una variedad diferencial de dimension n,
Lqg: TQ — R es el lagrangiano discreto, C% C @ x @ es una subvariedad regular: los
vinculos cinematicos discretos y C& C TQ es una distribucion de dimension v: los vinculos
variacionales discretos.

DEFINICION 2.30. Sea (Q, Lg, C%, C&) un SMLVd. Una curva g4 en @) es trayectoria
del sistema si y solo si se satisfacen las condiciones:

(Ghy qri1) €C% k=1,.,N —1

N-1
0 La(qe. qes1) =0,
k=0
para toda variacion infinitesimal sobre ¢4 a extremos fijos dqy : I; — T'Q) tal que g €
CinT,Qparak=1,.,N—1.

Al igual que en el caso continuo, consideraremos la distribucion C‘d/o C T*Q con
dimension n—uv, definida de la siguiente manera: para cada g € @), se verifica que C‘%OOT;Q
es el subespacio anulador de C& N T,Q. Entonces, tenemos una base {A; )iz de Cd®, de
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modo que las funciones A; : C%& — R, con j = 1,...,n — v, son suaves y cumplen que,
en un abierto B C @, para cada ¢ € B, el conjunto {A;(q)}jZ; es una base de cd® NT;Q.

El siguiente resultado nos permite encontrar las trayectorias discretas de un SMLVd
como soluciones de un sistema de ecuaciones:

TEOREMA 2.31. Sean (Q, Lg, Cf., C) un SMLVd y {A;(p)}'={ una base local de C”
en un abierto B C Q. Sea q3 = (qo,--.,qn) una curva discreta de Q) contenida en B,

entonces qq es trayectoria del sistema si y solo si se verifica:
(Gh qor1) €C%, k=0,...,N —1,

D2Ld(q1€fl> Qk) + DlLd(qka QkJrl) = Z >\j<k)Ag(Qk)7 k= 17 s 7N - 17
j=1

donde N (k) €R, j=1,...,n—v llamados los multiplicadores de Lagrange, también son
wncognitas del sistema de ecuaciones algebraicas.

Omitiremos la demostracion de este teorema, pero en la pagina 43 de [4] existe una
demostracion para una version global de este resultado.

EJEMPLO 2.32. Consideraremos una version discreta del sistema del disco rodante
vertical discutido en el Ejemplo 2.28] El espacio de configuracion y su interpretacién son
las mismas que las de dicho ejemplo. El lagrangiano discreto que propondremos para
q:t — (xi,yi,Qi, ¢:l:) es:

Laa™.a*) = D =P 4 (g 7)) 4 o (0 077
2h 2h
donde h > 0 es un parametro fijo.

Los vinculos variacionales C{ son los mismos que en (2.7) y los vinculos cinematicos
son

J —\2
+%(¢+_¢)7

Ci ={(¢7,q¢") € Q x Q & —a~ = Reos((¢* +¢7)/2)(0" —07),
y"—y” = Rsin((¢" +¢7)/2)(07 —07)}.
Luego, (Q, Lq, C%, C%) es un SMLVd.






Sistemas Termomecanicos Lagrangianos

En este capitulo estudiaremos algunos sistemas dindmicos que permiten modelar sis-
temas fisicos con propiedades tanto mecanicas como termodinamicas. La formulacion que
seguiremos a lo largo del capitulo, es la dada por F. Gay-Balmaz y H. Yoshimura en [11].
En la Seccion [1] abordaremos tinicamente sistemas termomecanicos continuos y luego en
la Seccion [2] los sistemas termomecéanicos en su version a tiempo discreto. En la Seccion
discutiremos la existencia de trayectorias en un sistema termomecéanico discreto. Por
ultimo, en la Secciéon [ veremos como construir un sistema termomecanico discreto, a
partir de uno continuo.

En primera instancia, la novedad de este capitulo es que introduciremos una nueva
variable al espacio de configuracion, llamada entropia, la cual permitira acoplar el mundo
mecanico y el termodinamico. Con respecto a los sistemas termodinamicos, la descrip-
cion y lenguaje de estos sistemas es bastante diferente a la de los sistemas mecanicos
que venimos estudiando, ya que se trata de sistemas dindmicos compuestos por muchas
particulas para las cuales los parametros dinamicos (posicion y velocidad) no se conocen
con precision, por lo que no se puede hacer una descripcién mecanicista de su evolucion.
Sin embargo, la termodinadmica permite encontrar una manera de codificar la evolucion
de este tipo de sistemas.

Para la lectura de este capitulo bastard el conocimiento de la teoria clasica de ter-
modinamica del cuasi-equilibrio presente en [5], para mas detalles recomendamos ver el
Apéndice [C] Los sistemas en cuasi-equilibrio son los que se toman como punto de partida
en [7] y recomendamos lo alli introducido como un breve acercamiento a esta tematica.

1. Sistemas termomecéanicos lagrangianos

En esta seccion principalmente desarrollaremos la formulacion propuesta en [11] de
los sistemas termomecanicos y en particular consideraremos algunos casos especiales de
estos. Comenzaremos introduciendo los ingredientes junto a la definicion de sistema ter-
momecanico lagrangiano forzado.

La definicién que daremos a continuacién puede encontrarse en la seccion 2.2 de [11].

DEFINICION 3.1. Un sistema termomecanico lagrangiano forzado (STLF) es la 5-upla
(Q, L, Fe*t, FI" Py), donde Q es una variedad diferencial de dimension n; L : TQ x R —
R una funcion suave llamada lagrangiano termomecanico, las fuerzas F' : TQ x R —
T*Q y F/" : TQ x R — T*(Q, ambas funciones suaves que preservan las fibras, i.e.
si vy € T,Q, F(vg,S) € T;Q y la funcion Py : TQ x R — R, llamada potencia de
transferencia de calor.

19
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NoTA 3.2. La configuracion de los STLF esta dada por @ xR, donde () modela la parte
mecénica del sistema y R es el conjunto donde toma valores la entropia del sistema. En esta
condicion se esconde una suposicion importante de [11] y es que el estado termodinamico
del sistema queda determinado por la entropfia.

NoTA 3.3. La condicién de adiabaticidad en un sistema termodinamico se da cuando
la transferencia del calor es cero (ver Apéndice . Por lo tanto, un STLF es adiabatico
cuando Py = 0.

NoTA 3.4. De modo andlogo a lo comentado en la Nota 2.3 en los sistemas termome-
canicos es comun que los lagrangianos sean de la forma

L(v,S) = K(v) — V(r(v), ). (3.1)

La razon por la que se distinguen dos fuerzas es que la F¢° : TQ x R — T*Q es
la fuerza externa que no modifica el estado del sistema termodinidmico, mientras que la
FIT" . TQ x R — T*Q es la fuerza de friccién que, idealmente, si modifica el estado
termodinamico del sistema.

Como en el caso de los sistemas mecénicos, podemos dar la reinterpretacion de fuerza
como una seccion del fibrado cotangente ol TQ xR — T*TQ, tal que

A

F(vg, 5)(wy,) = F(vg, 5)(7q, ,, (we, ),
notamos que F es una aplicacion que preserva las fibras, i.e. F’(vq, S) € quTQ.

Ahora veremos que un STLF da lugar a un sistema dinamico como describimos a
continuacion.

DEFINICION 3.5. En un STLF (Q, L, F**t, F/" Pgt), una curva (¢, 5) € C(Q x R),
(q,S) : [to, t1] — @ X R, es trayectoria del sistema si satisface las siguientes ecuaciones,
llamadas vinculos del sistema:

oL
%(vq, S)8S = FI" (v, S)dq vinculos variacionales
(3.2)
L .
g—s(vq, S)S = FI"(v,, S)v, — Pr(vg, S)  vinculos cineméticos

y la condicién:

5 /t " L), St + / " Fe (g (), S()6q(t)dt = 0 (3.3)

to

para todas las variaciones infinitesimales d¢ sobre ¢ a extremos fijos y 6.S sobre S, sujetas
a los vinculos variacionales (3.2)).

NoTA 3.6. El lado izquierdo de la expresion (3.3) significa tomar una variacion a
extremos fijos (¢, s) de ¢, que genere dq(t) y una variacion §(t, s) de S, que genere §S(t),
para calcular la derivada de la accion evaluada en (., s):

5/tlL(q’(t),S(t))dt:d% t 1L<Z—Z(t,s),ﬁ(t, s))dt

s=0
NoTa 3.7. En [11] los vinculos cineméaticos son llamados vinculos fenomenologicos.

LEMA 3.8. Sean una curva (q,5) en @ X R y una variacion infinitesimal a extremos
fijos 6q sobre q. Si suponemos que la condicion F/™ # 0 implica que OL/S # 0, entonces
existe una variacion infinitesimal S sobre S, de modo que la variacion infinitesimal
(0q,0S) satisface los vinculos variacionales (3.2)).
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DEMOSTRACION. Dada una variacion dg, queremos hallar 0.5 tal que (dq, J.5) satisfaga
los vinculos variacionales (3.2). Para el caso F/" = 0 podemos tomar §S = 0. En el otro
caso, si F/" # 0, sabemos que esto implica que L/dS # 0 y podremos despejar

FI(v,, S)
08 = —2L"7§
arLjos T
de modo que el par (dq, dS) satisface los vinculos variacionales (3.2)). O

Ahora vamos a caracterizar las trayectorias de un sistema termomecéanico como solu-
ciones de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

TEOREMA 3.9 (Ecuaciones de evolucion de un sistema termomecanico). Consideremos
(Q, L, Fe=t, FI™ Pe#ty un STLF. Sea (U, ¢) una carta coordenada de Q y (q,S) una curva
en Q@ x R con la imagen de q contenida en U. Supongamos que, si F/™ # 0 entonces
OL/0S # 0. Entonces (q,S) es trayectoria del sistema si y sdlo si se verifica:

d O(Lod") , A(Lod 1) ,
i e0.40,50) ~ E T w0.50.50)
= (f+ f) 0 @7 (1), i(1), S(),  i=1,.n
OLo &1
8 o). (1) S(0)8 =

D (e d ) ((t), (t), S(#)d;(t) — (P o &™) (a(t), #(1), S(1))

j=1
donde x(t) := ¢(q(t)) y ® = ® x Idg con & : TU — $(U) x R" la carta coordenada de
TQ que proviene de ¢ y F' = Y77 | f*'dg; y Fim = > f]frdgbj son las expresiones
locales de las fuerzas en la carta coordenada elegida.

DEMOSTRACION. Comencemos desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion (3.3).
Sea (dq,dS) una variacion infinitesimal de la curva (g, S), donde dq tiene extremos fijos
y satisface los vinculos variacionales , ademés sea (y, ) una variaciéon con extremos
fijos en ¢ que la genera.

Descomponemos

5[?Mﬂ&ﬂm&+4

~~ ~~
1

t

LR (1), S()0g(t)dt (3.4)

Desarrollando [ tenemos:

= di /t:l L(%’y(t, s), B(t, 3))dt

s=0

d [ . . /d
=5 | (oo 0 ®) (L), B(t.5) )|
d "
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llamando L = L o !

_d " d(¢ o)

i((aﬁov)(t,S), (1), Bt ) ) dt

s=0

d(¢;0) OL, . dd(p;o7)
3 T T T

oL, dp
35 ),
donde (...) = (:C(t),dc(t),S( )). Luego usando que ¢; oy es clase C™ para todo j =
1,...,n, se tiene que ds dt (¢J © 7)(t 3)‘5 =0 = dt%(¢j 0 Y)(t,5)|s=0 = %d(bj(d%'y(t» 8)|s=0) =
%dgqu(t)(éq) = %dqﬁ]q (>, 02" ()5 Z) = 4527 (t). Entonces, resulta

+ (t 3)'5 Odt

:/1 [%(...)&Uj(t)—i—%(...)%d (t)]+g—§( )OS(t)dt

t() ]:1

y si integramos por partes obtenemos
t ” . oL .
() — = j
/ 895] )62 (1) (aﬂ)(...)m (t)]dt

ai i [ OL
g O+ [ GE s

0
Sabemos que dq(to) =0y dq(t1) =0y como dq(t) = Y i, ox'(t )W’ entonces 027 (tg) = 0
y 0a’(t;) = 0 para todo j con lo cual se anula el térmmo de borde. Ademéas usamos los

Py . . n fr . . .
vinculos variacionales para obtener i1 [ d¢; de la siguiente forma:

/tl%(x(t)@(t),su))asu)dt:/1 gg( (1), S(1))6S(t)dt

- / P (g (1), S(t))0q / fo’" RACTEC
:/tlzn:fj’"oé‘l(@(q’(t) ))d%; 44 (ZM aqs,)

En resumen,

I:/’*Oljz—; [%(M)Mj(t) dt(axj>( )z (¢ dt+/12fﬂoq§1(...)§x(t)jdt.

Por otro lado, desarrollando I1:

7= / " R (), S()6a(t)dt

to

/ S £ (1), S(0)dey g alt)dt

to ] 1
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:/ tlﬁ:ff”oifl(@(q’(t), ))dej (Z‘Sx a¢z>

n

Finalmente el lado izquierdo de (3.3) se convierte en

/Z ARl (gfj)< ox (£)dt + Zf” + £ 0 &71(.. ) (t)dt

to j=1

/ Z dt 8x J)) ) _g_;("')_(fgferffxt)o‘i)1(...)]5xj(t)dt.

Luego la COHdlClOH - ) del principio variacional es equivalente a que:
hg~rd (0L oL ; N3 :
(2o ) = () = (T ey e 7 (L) |dad(wdt =0 (35
/ > [7(58) 0 gt = U+ 5o o) (35

para toda variacion dz que provenga de un par (dgq,dS), pero haciendo uso del Lema
3.8l podemos asegurar que dz es arbitrario, salvo por tener extremos fijos. Con lo cual
la ecuaci6on es valida para todo dz a extremos fijos y esto es equivalente a que el
coeficiente que multiplica a cada variacion dz7 sea 0 para cada j = 1,...,n.

Luego, dada una curva (q,S) tal que ¢(I) C U, tendremos que es trayectoria del
sistema si y solo si

A

d d(Lod) , (Lo d1) .
(T ) a(),2(1), 5(1)) —A —g (@(t),2(1), 5(1))
= (& + 1) 0 07V (2(2), #(2), S(t), i=1,..,n
OL o ® !

SO 0 &) (t), (), S (1) — (P o @71 (w(t), (1), S(1))
j=1
donde la ultima expresion es el vinculo cinematico (3.2)).
O

NoTtA 3.10. Las ecuaciones de evolucion dadas por el Teorema son las ecuaciones
(2.4) de [11], donde no hay una deduccion rigurosa. Mas ain, no mencionan la condicion
del Lema para poder completar el calculo variacional, ni nada parecido que permita
un célculo completo del resultado anterior.

EJEMPLO 3.11. Veamos ahora un ejemplo de sistema termomecanico: un resorte con
un extremo fijo, una masa en el otro extremo y, todo, metido en un recipiente adiabético
con un gas ideal (ver Ejemplo , donde no se desprecia la friccion del gas con la masa.

@@ = R es el espacio de configuracion de las variables mecéanicas idénticas al Ejemplo
[2.76]y S es la entropia del gas ideal. Dado que el recipiente es adiabético, se tiene Py = 0.

El lagrangiano del sistema es L(z, &, S) = tmi?—(3na?+Upe®5 %)), con Uy, Sp, a € R
y donde la expresion Uye®¥=50) corresponde a la energia interna del gas (C.9)). La fuerza
de friccion es F/"(x,4,S) = —Aidx, con A > 0 el coeficiente de friccion de la masa con el

gas. Ademas, la fuerza externa es F**' = (.
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F1GURA 3.1. modelo del resorte para el Ejemplo|3.11

Reemplazando en las ecuaciones , tenemos que los vinculos cineméticos son
alUpe® 550§ = \j?
y los vinculos variacionales son
alye®5=%)§8 = \idz.

Luego, por el Teorema las trayectorias (z,.S5) del sistema son las soluciones de las
ecuaciones

{mi +nr=—-\& (3.6)

alye5=50) 8 = \j2.

Notemos que OL/3S = alyae®®=50) £ 0, por lo que la hipotesis del Teorema se
satisface.

La solucion analitica z(¢) es la misma del Ejemplo[2.16] Para encontrar la solucién analitica
S(t) podemos hacer el cambio de variables w(t) := e*5®=%) y ohtendremos que w(t) =

A [ @%(s)ds + Sx, donde S,, es una constante positiva. Luego

S(t)—lLo (i/\/tj:Q(s)ds—FS )—1—5
_OC g UO 0 o0 0

es la expresion para la entropia del sistema. De esta manera resolvemos el sistema de dos
ecuaciones [3.61

2. Sistemas termomecinicos lagrangianos discretos

En esta seccién vamos a introducir la version a tiempo discreto de los sistemas termo-
mecénicos considerados en la Seccion [Il

DEFINICION 3.12. Un sistema termomecanico lagrangiano con fuerzas discreto (STLFd)
es una 5-upla (Q,Ld,ijt,Ffr,C;l(), donde @ es una variedad diferencial, L; es una
aplicacion suave Ly : (Q X Q) x (R x R) — R llamada Lagrangiano termomecani-
co discreto, las fuerzas discretas F5™ : (Q x Q) x (R xR) — T%(Q x Q) y FC{T :
(@ x Q) x (RxR) — T*(Q x Q) son aplicaciones suaves que preservan las fibras, i.e.:
si (¢7,q", 97,87 € QxQxRXR, F(g,q¢",57,87) e T} /(@ xQ)y C% es una
subvariedad regular de Q) x Q x R x R.

Dado un intervalo discreto I; = {1,..., N}, una curva discreta sobre (Q x R), es una
funcion (qq, Sq) : Iy — @ x R. Una variacion infinitesimal de (g4, Sq) es una funcion
(0g,05) : Is — T(Q x R) tal que dq;, € T,Q y 0S, € Ts,R. Por otro lado, estas
definiciones coinciden con las dadas para los SMLFd cuando el espacio de configuracion
es (Q X R por lo que, de algiin modo, ya son conocidas.
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Todo STLFd define un sistema dinamico cuyas trayectorias quedan determinadas por
un principio variacional con restricciones y, para definir este principio, hay que considerar
los vinculos que se definen a continuacion.

DEFINICION 3.13. Dado un STLFd (Q, Ly, F5*, FC{T, C%), paracada (¢—,q",57,8T) €
Q x Q x R x Ry cada variacion d¢* € T,+Q, 65* € Ts+R, definimos los vinculos:

= Vinculos variacionales discretos:
DsLqg(q,q",S™,87)8S™ + DyLy(q ,q%,S,ST)6S™
= FI" (¢, q",87,5T)0q + F{" (¢, ¢, 57, SM)dq™.
= Vinculos cinematicos discretos:
(¢7,q",S7,5T) € Cf C (Qx Q) x (RxR). (3.8)

LEMA 3.14. La condicion (3.7)) define una distribucion reqular D sobre Q@ x Q@ x R x R
cuando DsLg # 0 en todo Q X Q X R xR ¢ DyLyg # 0 en todo @ x Q x R x R.

DEMOSTRACION. D es el subconjunto de T(Q x @ x R x R) formado por todos los
vectores tangentes (6g~,0q",057,05") € T4~ 4+.5- 51 (Q x @ x R x R) que satisfacen

(3.7)

(3.7) v como esta es una condiciéon lineal en (dg—,...,05™), en cada punto base, D define
un subespacio del tangente (de modo que después tiene sentido hablar de bases de dicho
espacio).

Queremos ver que dado (¢7,¢",S7,57) € Q@ xQ xR xR hay 2n+1 campos vectoriales
en @ X @ x R x R definidos en un entorno de (¢, ¢, 57, S™) que son una base de D (en
cada punto).

Tomamos cartas coordenadas (V=,¢7 )y (VT,¢7) de Q talesque ¢~ € V- y ¢t € V.
Entonces tenemos los campos vectoriales 0/0q; y 8/8qj+ (para j =1,...,n).

Supongamos que DyLy; # 0 en todo () X @ x R x R. Entonces definimos

B 8 —DsLy O
Srg = (o,o,%, DL %> €T(Qx QxR xR),
_ %) FI™=(0/0q;) o
ory = <aqj—’0’0’ Bl )eT(v « V* xR x R),
o FI'(0/dq)
+_ j - +
ort = <0’aqj+’ DL, )eT(v x V+ x R x R).

Es inmediato que estos 2n+1 campos vectoriales son suaves, estan en D y son linealmente
independientes en cada punto de su dominio (V= x VT xR xR). Como dim(T(Q X Q xR x
R))=2n+2y es una tnica condicion lineal (escalar) y no nula por ser DyLy # 0,
tenemos que dim(D) = 2n + 1. Luego, los 2n + 1 campos linealmente independientes
tienen que ser una base de D en cada punto. Concluimos que D es regular.

El caso D3Lg # 0 es totalmente analogo. U

LEMA 3.15. Dadas una curva discreta (qq, Sq) en Q x R y una variacion infinite-
simal dqq sobre qq, si suponemos que DsLq(q;,qj+1,5;,S41) # 0 para todo j o que
DyL4(qj,qj+1, S5, 5541) # 0 para todo j, entonces existe una variacion infinitesimal 0S4
sobre Sq de modo que la variacion infinitesimal (5qq,8S4) satisface .

DEMOSTRACION. Si D3L, # 0 sobre la curva, podemos fijar un valor del dltimo 0.5y
y asi despejar §Sy_; de la igualdad en (3.7), luego podremos seguir despejando dSy_s y
asi, hasta 6.Sy.

Si DyLg # 0 sobre la curva, podemos fijar un valor de Sy y asi, poniendo 65~ = .9
y 05T = 651 en (3.7), se puede despejar 4.5; de la igualdad. Luego podremos seguir
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despejando 0S5, y asi, hasta 0Sy. Entonces la variacion (dgg4,0S;) construida satisface

BD. 0

Todo STLFd permite definir un sistema dindmico cuyas trayectorias se definen a con-
tinuacion. Dicha definicion puede encontrarse en la Seccion 3.2 de [17].

DEFINICION 3.16. Sea (Q, Ly, ijt,FC{T, C%) un STLFd. Una curva discreta (qq, Sq) :
I; — @Q x R que esté sujeta a los vinculos cinematicos (3.8]) es trayectoria del sistema si
satisface:

N-1 N-1
0> Lalar; vty Sks Skr) + Y F5™ (@hs @uss Sty Si1) (0, 0g111) = 0, (3.9)
k=0 k=0

para todas las variaciones infinitesimales dq sobre ¢; a extremos fijos y variaciones 9.9,
tales que se satisfacen los vinculos variacionales (3.7]).

El siguiente resultado permite caracterizar a las trayectorias de un STLFd como las
soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas.

TEOREMA 3.17 (Ecuaciones de evolucion para sistemas termomecénicos discretos).
Sea (Q, L, F§*', FI" C4) un STLFd. Supongamos que DsLq # 0 en (Q x Q) x (R x R) o
que DyLg # 0 en (Q x Q) X (R xR). Una curva discreta (qq,Sg) es trayectoria del sistema
sty solo si se verifican las siguientes ecuaciones algebraicas:

D1 La(q, Gks1> Sks Skt1) + DaLa(qr—1, G, Sk—1, Sk)
+ Fd_(Qka dk+1, Sk? Sk-‘rl) + F;_(Qk—h qk, Sk—h S/C) =0€ T* Q7 k= ]-7 ceey N —1.
(3.10)
(G, Q1. Sk, Sir1) € Cy k=0,...,N—1 (3.11)
Donde Fy = FS*'~ 4 FJ"™ y Ff = Feot* 4 pI™,
NOTA 3.18. C% es una subvariedad regular, por lo que se la puede describir localmente

como el conjunto de ceros de varias funciones reales. Esta descripcion permite ver a la
condiciéon (qx, qes1, Sk, Skr1) € CE como un conjunto de ecuaciones.

DEMOSTRACION. Comenzamos desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion (3.9).
Sea una variacion infinitesimal (dgx, dSk) de (¢, .S) que satisface (3.7), con dq a extremos
fijos y sea (v(t, s), B(t, s)) la variacion que genera (dgx, dSk).

N-1
) Ly( Sk, S Ly( v(k+1 k k+1
kz% koan—l—la ks k:+1 Z d + S) 5( 78)7/8( + 73)) s=0
N-1
Z [D1La(qk, Grt1, Sky Sk+1)0ak + DaLa(qk, Qi1 Sk, Sk1)0qk41
k=0
+D3La(qr, Qs15 Sy Sk41)0Sk + DaLa(qr, Gesr, Sk Skr1)0Sk+1] 4
entonces,
N-1
0 Z La(qr, Qr+1, Sk Skr1)+
k=0

N-1

FS (e, @rot1, Sks Ske1)0@k + FS™ (ks Q15 Sk, Sk1)0Gh41
=0
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-1

= Z [D2La(q-1, Gk, Sk—1, Sk) + D1La(qk, @rs1, Sk Sks1) ] 0

k=1
N-1

+ [DaLa(qi-1,ar, Sk-1,Sk) + D3La(qk, @rs1, Sk Sk+1)] 05K+
5=0
+DsL4(qo, 1, S0,51)050 + DaLa(qn-1,q9n, Sn—1,SNn)6SN
+D1La(qo, g1, So, S1)0Go + DaLa(gn-1,qn, Sn—1, SN)Iqn
N—1

+ > [F5 (g Ghirs Sk Skan) + F5™ (g1, Grs Sk, Sk) | 0
h=1

+E7 (g0, q15 S0, S1)0q0 + Ef™ (qn-1, an, Sn—1, Sn)daqw,

usando el vinculo variacional discreto (3.7) y sabiendo que dgp = dgy = 0, se anulan los
términos de borde y se tiene que

N-1

Z(DQLd(Qk 15 Qks Sk—1, k) + D1La(qk, Gk+1, Sky Sk+1)) 0
=1

-1

Y [F (qh, @rsr, Sk Sisr) + I (qe—1, qrs Si—1, Sk)] dqr+
=1

=

??‘

N-1
. Z [F“ (qhes @os1s St Skar) + F (g1, Gy S, Sk) | 6k
=1

N-1

Z [D2La(qr-1, Qs Sk—1, Sk) + D1 La(qr, Qrs1, Sy Ska1)+

k=1
(FJ™ 4 F5") (i @i, Sk Skn) + (F + F5™ ) (qr1, as Seer, Sk)]da,

para toda variacién dg; sobre g que provenga de un par (dq, 5) que satisfaga los vinculos
variacionales discretos (3.7). Pero por el Lema[3.15] sabemos que para cualquier variacion
infinitesimal dq sobre g y con extremos fijos, existe una variacion infinitesimal 6.5; sobre
Sy tal que (dqx, dSk) es una variacion infinitesimal sobre (gx, Sk) con extremos fijos en ¢
y que satisface (3.7)).

Supongamos ahora que (g4, S4) es una trayectoria del sistema, por lo que, por el
Principio la expresion izquierda de se anula para toda variacion infinitesimal
sobre (gq, Sq) a extremos fijos en ¢ y que satisface (3.7). Por la reescritura del lado izquierdo
de (3.9) hecha méas arriba, sabemos que se anula para todo dqg, lo que sélo es
posible cuando los coeficientes de d¢q; en son nulos. Pero estos coeficientes son el
lado izquierdo de la ecuacion , lo cual nos lleva a la validez de ésta. Por otro lado,
la segunda ecuacion (3.11]) vale porque las trayectorias satisfacen los vinculos cinematicos
discretos (3.7).

Reciprocamente, si ahora consideramos (g4, Sg) una curva discreta que satisface
y (3.11), sea (dqx, Sy) una variacion infinitesimal sobre (g4, Sy) donde g, tiene extremos
fijos y satisface (3.7)). Por el desarrollo anterior

(3.12)

N-—1
) Z Ld(q1€7 dk+1, Slﬁ Sk+1)+
k=0
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N—1
F ™ (qry @rot1, Sks Ske1)0@k + F (qry Q15 Sk, Skt1)0qh41
k=0
N-1
= <D2Ld(9k—17 Qi Sk—1,Sk) + D1La(q, Qe+1, Sky Sk+1)
=1

(FI™ 4+ F")(qr, @hs1s Sk, Skr) + (FI™ + F") (o1, qr, Sk, Sk)>5% =0,

entonces, (gx, Sk) satisface la condicion variacional del Principio de Lagrange-D’Alembert
(3.9) y la condicion (3.11]) asegura que se satisfacen los vinculos cineméticos (3.8)). Enton-
ces, por dicho Principio, concluimos que (gx, Sk) es una trayectoria del sistema.

O

Nota 3.19. Se ve de la demostracion del Teorema que, en realidad alcanza con
que la condicion D3Lq(q~,q",S7,87) # 00 DyLy(q,q",S~,ST) # 0, sea valida para
puntos (¢—,¢", S, ST) sobre la curva ¢, en cuestion.

NotA 3.20. Al igual que en el caso continuo, las ecuaciones de evoluciéon dadas por el
Teorema son las ecuaciones (3.12) de [11], donde no hay una deduccién de estas, ni
tampoco mencionan la condicién del Lema que permite realizar esta deduccién.

EJEMPLO 3.21. Ejemplificaremos con una “version a tiempo discreto” del sistema dado
en el Ejemplo [3.11} El espacio de configuraciéon es ) = R y el lagrangiano discreto que
proponemos es

b5 = (n(Z ) - (i),

con Uy, Sgp,a € R y h una constante real no nula, que representa un paso de tiempo.
Ademés, las fuerzas de friccion discreta que proponemos son Fj“(m‘,x*,S‘,SJr) =

—h)\(”%)dx_ y FI™ =0, donde X > 0 es el coeficiente de friccion de la masa con el
gas.
Los vinculos cinematicos discretos (3.8]) para este sistema son

alye®S™ =50)(§+ — §7) = Z(zt — 27)?

y los vinculos variacionales discretos (3.7)) son

- A
alyeS™ =505~ = E(JcJr —x7)0x .

Por lo tanto, por el Teorema tendremos las siguientes ecuaciones de evolucion

Tyl = 1+2A ((2 — hQ% + h%)l’k — xk—l)
k>1

1 X _—a(SL—5S 2
Sk+1 = Ea_er a(Sk O)(l’k —l’k,1) —|—Sk

3. Existencia de flujo

En esta seccion introduciremos algunas definiciones sobre la regularidad de un STLFd
y probaremos un resultado que, bajo ciertas hipotesis, nos garantizara la existencia de un
flujo discreto para las trayectorias estos sistemas.
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NoTA 3.22. Recordando la definicion, tenemos que una curva discreta ¢4 : [y — QxR
se puede escribir como ¢4 = ((qo,50), (¢1,51),--.,(qn,Sn)). Por conveniencia, en esta
seccion, utilizaremos esta notacion para referirnos a listas de elementos en un STLFd, con
lo cual, admitiremos el abuso de notacion en el argumento de las funciones con dominio
(Q x Q) x (R x R) (por ejemplo: Ly : (Q x R)2 — R en vez de Ly : Q* x R? — R).
Ocasionalmente, llamaremos z; := (g;,5;), con j =0,..., N a dichos puntos.

DEFINICION 3.23. Sea (Q, Lq, F5*, F({T, C%) un STLFd. Definimos las aplicaciones
F ij 1 (QxR)? — T*Q, llamadas Transformadas de Legendre discretas termomecénicas:
FfL;<q_7 S_a q+7 S+) = (q_a _DlLd(q_J 5_7 q+7 S+> - Fd_(q_u 8_7 q+7 S+>>7
(3.13)
FrLi(q, S ,q%,8") == (¢", DsLa(q™, S™,q". ST) + F[(¢7, S, q", 57)),
donde notamos Fi := FJ™* 4 pertt,

NOTA 3.24. Las ecuaciones del Teorema m para un STLFd (Q, Ly, ijt,FgT, Cci),
pueden reescribirse de la siguiente manera:

{FfLE(Qk,SkaH,SkH) =Fs L} (gr-1, k1, G, Sk)  k=1,..,N—1,

3.14
(qe—1,Sk—1,q%,S,) € CL [ k=1,...,N. (3.14)

DEFINICION 3.25. Sea (Q, Lg, F5*', FJ", %) un STLFd, donde C¢% = p71({0}) para
una funcion suave pg : (Q x R)> — R, que tiene a 0 por valor regular. Diremos que el
sistema es regular si, para cada (¢=,S™,¢",ST) € C%, las aplicaciones lineales

D3]FfL;(q7a877q+78+) D4]FfL(;(qiasi7q+7S+>
Dspa(q=,57,4%,5")  Dapalq,S™,q",5")

(DlFsz{(QTS_,q*’S*) DoFyLy(q=, 5 ,q%,S%)

) TpQOR — T Q@R

Dlpd<q77577q+7s+)) D2pd(q77577q+75+)
son ambas isomorfismos.

TEOREMA 3.26 (Existencia de flujo). Sea (Q,Ld,ijﬂFJT,C%) un STLFd regular,
donde C% = p;'({0}) para una funcion suave pg : (Q x R)> — R, que tiene a 0 por
valor regular. Supongamos que DyLy # 0 en (Q x R)? 0 que DyLy # 0 en (Q x R)2. Dada
una trayectoria (2o, 21, 22) € (Q x R)? del sistema, existen entornos abiertos U de (2, 21)
y V de (21,22) en C% y un difeomorfismo © : U — V, tales que:

L] @(Zo, Zl> = (Zl, 22),
w 51 O(ug,ur) = (ur,u2) para (ug,ur) € U, entonces (ug, ur,us2) es trayectoria del
sistema.

) :Tq—QEBR—>T;+Q€B]R

DEMOSTRACION. La existencia de flujo en el sistema es un asunto local. Entonces,
en vez de trabajar con la variedad () podemos tomar coordenadas locales y trabajar
con abiertos de R™. Vamos a suponer entonces que () = R” e identificaremos T*() con
Q x QF = R" x R" (usando en Q = R" el producto interno canoénico). En adelante
llamaremos u; := (g;,5;), con j = 0,1,2, a los puntos de @ x R.

Definimos las aplicaciones 77 : (Q x R)? — Q x Q, 7 : (Q xR} — Qy @ :
QxR — QxR:

n(uo, ur, ug) = FyLy (ur,uz) — F Ly (uo, ur),
1 =m0,

D (ug, ur, ug) := (N(ug, ur, ug), pa(ur, uz) — palug, u1)).
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*

Laidea es que, como n(ug, uy, uz) € Ty Q, podemos escribir 1(uo, u1, u2) = (g1, 7(uo, U1, u2)),
de modo que la informacién relevante esta en 7).
Por hipotesis DoLy # 0 6 DyLy # 0, por lo que podemos usar el Teorema |3.17
y, en consecliencia, caracterizar las trayectorias del sistema mediante . Entonces,
(ug, u, ug) es trayectoria del sistema siy solo si pg(ug, u1) =0y P(ug, ui, uz) = (0,0).
Segtin el enunciado, tenemos la trayectoria (zq, 21, 22) € (QxR)3, con lo cual ®(2¢, 21, 22) =
(0,0). Tenemos que

_ D3ﬁ<2072:1722> . -DQ]FfLE(ZhZQ)
Ds@(ZO; 21, 22) - ( D2pd(Z17 Z2) - DQPd(Zl, 22) ;

es decir,

(3.15)

Da®(20, 21, 20) = (DglF‘de (q1,51,q2,592) DaF;L7 (qn, sl,qz,sg))

D3ﬂd(Q1,S1qu,S2) D4Pd(Q17SI;Q2752)

Ahora, como el sistema es regular y estamos evaluando sobre una trayectoria, tenemos
que D3®(zp, 21, 29) es un isomorfismo. Entonces, por el Teorema de la Funcion Implicita,
existe un entorno abierto B C (Q x R)? que contiene a (zp,z;) y una funcién suave
H : B — (QxR) tal que, H(zg, 21) = 22y, para cada (ug, u1) € B, ®(ug, u1, H(ugp,u1)) =
(0,0).

Ahora definimos la aplicacion © : B — (Q x R)? por O(ug, u1) := (u1, H(ug, uy)).
En general, la matriz

0 1
DO(ug, u1) = (DlH(uO,m) DgH(uo,m))’

es invertible si y solo si Dy H (ug, u1) es invertible. Como ®(ug, uy, H(ug, u1)) = (0,0) para
todo (ug,u;) € B, obtenemos que

0= qu)(UO, Uy, H(Uo, Ul)) + Dg@(’do, Uy, H(Uo, u1>)D1H<U(), Ul).
Entonces, como sabemos que D3®(zg, 21, 22) es un isomorfismo,
Dy H (29, 21) = —(D3® (20, 21, 22)) " D1®(20, 21, 22).

Con lo cual, D1H (29, z1) es un isomorfismo si y solo si D;®(zp, 21, 22) es un isomorfismo.
Haciendo un desarrollo paralelo a y usando la regularidad del sistema, se prueba
que D1 ®(zp, 21, 29) es un isomorfismo.

Por el desarrollo anterior y el Teorema de la Funcion Inversa, tenemos que © es
un difeomorfismo local en (zg, 21). Mas explicitamente, existe un subconjunto abierto
B’ C B C (Q x R)?, que contiene a (29, 21), tal que O|p : B' — O(B’) C (Q x R)? es
un difeomorfismo. En particular, (21, 22) = (29, 21) € O(B').

Todavia hay un pequenio detalle técnico: notemos que (ug,uy, H(ug,u1)) es “casi’
una trayectoria del sistema, pero no podemos asegurar que lo sea, pues sabemos que
pa(uo, u1) = pa(uy, H(ug,uy)), pero podria ser py(ug,uy) # 0 (si (ug,u1) ¢ C%), es decir,
la curva (ug, uq, H(ug,u1)) no tiene por que satisfacer los vinculos cinematicos. Podemos
arreglar este problema poniendo una nueva restriccion: B’NC% es una subvariedad embe-
bida de B’ y tendremos que, ©|pnca : B'NC — ©(B'NCE) es un difeomorfismo, que
de hecho, es el flujo local del sistema definido cerca de la trayectoria (zg, 21, 22). Luego, el
enunciado es verdadero si tomamos los entornos U = B'NC%L y V = O(B' N CL). O

NoTA 3.27. Se observa en la demostracion que no son necesarias las condiciones
DsLg # 0 0o DyLy # 0 en todo el dominio. Alcanza con que una de las dos condicio-
nes valga en (29, 21) v (21, 22).
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NoTA 3.28. Remarcamos que una hipoétesis fuerte en el Teorema [3.26, es tener una
trayectoria del sistema (2o, 21, 22) € (Q X R)?, ademas de la condicion de regularidad.
Esto se debe, fundamentalmente, a que el Teorema de la Funcion Implicita parte de un
punto solucion de una ecuacion (y una condicion de regularidad) para demostrar que hay
una solucion definida en un entorno de dicho punto. Sin esa hipoétesis el argumento puede
fallar, como mostraremos a continuacion.

EJEMPLO 3.29. Mostraremos que, para un STLFd regular, no necesariamente existen
trayectorias. Consideremos Q = R, o € R y sean

g +q*
La(q=, 8 ,q%,5") = / Arctan(z)dr + agt + 57,
0

_ _ _ — _ _ _ +
Fi"(¢,87,¢",8") =¢"dg vy F[""(q",9 ,¢",8):=¢"dq",
donde Arctan es la rama principal del arcotangente, tomando valores en (—7, 7). Adicio-
nalmente consideremos el conjunto de los vinculos cinematicos

C% = p;'({0}) C (Q x R)? para pu(qg~,S™,q",ST) =5+ 5.

Notar que pq es una funcion suave, por lo tanto, C¢ es una subvariedad regular.
Consideremos el sistema (Q, Ly, F5** =0, F, C{ ", 04) y calculemos las transformadas de

Legendre discretas (3.13)).
F;L; (¢, S ,q",ST) = —(Arctan(q™ + ¢T) + € )dq™,

FrLi(q™,57,¢",57) = (Arctan(q™ + ¢*) + a + ¢ )dg™.
Entonces,

DgFfL;(qi,Si,q+,S+) D4Fng(q7,Si,q+,S+) — _1+(q*l+q+)2 0
Dgpd(q_,S_,q+,S+) D4pd(q_,5_,q+75+) 0 1)’

DlIFsz—ii_(q—’S_7q+7S+) DQFfL;li_(q_vs—aq+aS+) _ W 0
Dipa(q=,S™,q¢7,8%))  Dapalq=,S™,q",ST) 0 1)

Podemos ver que DyLy(q~,S™,q",ST) = 1, entonces se cumplen las hipotesis del Teorema
3.17, salvo la existencia de una trayectoria inicial. Si reemplazamos en las ecuaciones

(3.14)), explicitamente tendremos

So + Sl == 0,
S1+ S, =0,
—Arctan(q; + q2) — €' = Arctan(qo + ¢1) + o + €.

En particular, si reescribimos la tercera ecuacion, tenemos que ((qo, So), (¢1,51), (¢2,52))
es trayectoria del sistema si y solo si

—(Arctan(q, + ¢2) + Arctan(qy + q1)) = o + 2.

Pero si tomamos a > 7, el lado izquierdo de la igualdad toma valores en (—m, ), con lo
cual la ecuaciéon no tiene solucién y, por lo tanto, el sistema no admite trayectorias.

Entonces, vemos que no todos los STLFd regulares admiten trayectorias. Es muy
probable que aquellos sistemas que surgen por una “discretizaciéon” de un STLF, que
construiremos en la siguiente seccion, tengan trayectorias. Lamentablemente, no hay un
andlisis de errores que nos permita garantizar esta tultima hipotesis.
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Nota 3.30. En [11], los autores enuncian la condiciéon de regularidad para sistemas
termomecanicos discretos y dicen que éstas implican la existencia de flujo para un sistema
de este tipo, sin proveer ningtin argumento. Como vemos en el Ejemplo no todo
sistema termomecanico regular tiene trayectorias, contradiciendo la afirmacion de [11].
Por otro lado, el Teorema muestra que con la hipotesis adicional de tener al menos
una trayectoria del sistema regular discreto, entonces se puede asegurar la existencia de
flujo local.

4. Discretizacidén de sistemas termomecanicos

En esta seccion responderemos las preguntas que quedaron pendientes al final de la
Seccion [2] del Capitulo [2] es decir, veremos una manera de asociar un STLFd a un STLF,
usando como ingrediente esencial un dato conocido como aplicacion de diferencias finitas.
El proceso de discretizacion descrito serd ilustrado en el Capitulo @, con ejemplos que
mostraran tanto la realizacion concreta del mismo, como la comparacion entre la evolucion
del sistema continuo y la del sistema discreto construido.

Usualmente, las discretizaciones son difeomorfismos locales entre 7'Q) y Q X ) y la idea
de las aplicaciones de diferencias finitas es agregar algunas condiciones para controlar
mejor el comportamiento de estos difeomorfismos locales. La nociéon de aplicacion de
diferencias finitas fue introducida por R. McLachlan y M. Perlmutter en la Definicion 6
de [16].

DEFINICION 3.31. Sea X una variedad diferencial, No(Ax) un entorno abierto de la
diagonal de X x X y Ty X un entorno abierto de la seccion nula de TX. Un difeomorfismo

’QDX : NU(AX) — ToX,
es una aplicacion de diferencias finitas de X si satisface:

Ux(p,p) =0, VpeX.

Teniendo las variedades @ y R junto a las aplicaciones de diferencias finitas g y ¢r,
podemos construir la siguiente aplicacion de diferencias finitas:

w = wQ X ¢R : NO(AQ) X NO(AR) — ToQ X ToR,
(g, q" 57, 57) = (Yalg . q") ¥r(S™,57)).

Utilizaremos esta aplicaciéon para construir un sistema termomecanico discreto a partir
de uno continuo.

NoTa 3.32. En adelante, Ginicamente consideraremos sistemas termomecanicos en los
que Py = 0. Esto serd para simplificar la construccién del conjunto C¢%, de los vinculos
cineméticos discretos.

Supongamos que tenemos (Q, L, F¢*', F/" Py) un STLF con Py = 0 y una aplicaciéon
de diferencias finitas ¢ como definimos arriba. Veamos como podemos construir un STLFd
a partir de estos ingredientes.

Consideremos la funcion 1 : (Q x Q) X (R x R) — TQ x R, tal que

P =g X (Tr 0 YR). (3.16)
A partir del lagrangiano L, definimos el lagrangiano discreto:
Lg:=hLo, (3.17)

donde h € R es el pardmetro de “paso de tiempo”.
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A partir de las fuerzaAS F:TQ xR — T*Q, donde F = F**t o F = F/"  obtenemos
las fuerzas horizontales F': TQ x R — T*T'Q. Explicitamente, si w,, € T, TQ,

A

F(vg, S)(wy,) := F(vg, 5)(q..,,, (W, ))-

Con estas aplicaciones podremos construir las fuerzas discretas.
Notar que, en cada punto, T(; & (TQ xR) = TyTQ® TSR, con lo cual, podemos definir

Frp:TQ xR — T*(TQ x R) como la extension Fp = (F, 0), de modo que F es una
1-forma sobre T'Q) x R. Usaremos esto para definir una nueva funciéon Fg,, mediante el
pullback de la 1-forma Fg por ¢ (ver Definicion [B.20)):

FEd::hzﬁ*(FAE):QxQxRxR—)T*(QxQxRxR),

donde h es un parametro real y el subindice “F 7, indica que la discretizacion se hizo sobre
la 1-forma Fg. Explicitamente, al evaluar en un vector (w@*? w®®) € T(Q x Q@ x R xR),
tendremos:

FEd(q_a q+7 S_a S+>(wQXQ7 wRXR) = hFE(’&(q_a q+a S_a S+))<7vz*,(q—7q+75’—,5+)(wQXQ7 wRXR)
= hFe(d(q,qt, S, SN Wa, - v, (WD), (Tr 0 ) (54,5 (WF))

— WP (g, q*, 5 S (g, . Q).

Asi, tenemos el siguiente diagrama:

T(TQ xR) T*(Q xQ xR xR)
Fg Fpa=hi* (Fp)

TQXRTQXQXRXR

Si evaluamos Fg, en vectores de la forma (0,0,057,057) € T(Q x @ x R x R),
obtenemos

FEd(q_7q+7 S_,S+)(0,0,5S_,(5S+) = hF’(&(q_aq—h S_a S+))(¢Q*7(q—ﬂq+)(070)) =0.

El espacio T*(Q x @) se puede identificar con el subfibrado de T*(Q x @ x R x R)
formado por todos los covectores que se anulan sobre vectores tangentes de la forma
(0,0,057,85"). Consecuentemente, F, define una funcion:

Fi:QxQxRxR—T"(Q x Q),
Explicitamente, si w?*Q € Tiq (@ x Q),

Fula,q", 57,5 (wggn) = BE@W (g, q" 57,5 ) (Wa, o (Wig-q9)- (3.18)

Notar que Fy(q~,q",57,5T) € 10~ q+)(Q X @), con lo cual, Fy preserva las fibras.
Finalmente tenemos el siguiente diagrama:

"7Q (@ x Q)
F Fyq

TQXRTQXQXRXR
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Fj es la fuerza discreta que vamos a usar para construir el sistema discreto asociado
al sistema continuo.

Ahora vamos a construir el conjunto C% a partir de los vinculos cineméticos. Para
ello definimos la aplicacion p : TQ x TR — R tal que p(q, ¢, S,S) = g—é(q,q', S)S —
FI7(q, ¢, S)q. Construimos su versién discreta pg : Q X Q@ x R x R — R como la compo-
sicion

pg = po. (3.19)
Asi podremos construir el conjunto deseado
Ch ={(¢,q",5,.8") €eQxQxRxR|psqg,q",8,57)=0}.

Sabemos que

dp oL
%(qu S) = %(qus)
y cuando el lagrangiano es del tipo L(v,, S) = K(v,) — U(g, S) se tiene que gg =4 =

—‘g—g # 0, pues g—g = T y siempre asumimos que la temperatura es positiva (7" > 0), con
lo cual p.(v,, S) es sobreyectiva y p es una submersion.

Sabemos que, para que el sistema tenga soluciones, siempre habra puntos (v, S, S)
que son fisicamente compatibles, es decir, que verifican el vinculo cinematico . En-
tonces tenemos que pa(Y (v, S, S)) = 0, con lo cual C% es no vacfa. Luego C% es una
subvariedad diferencial regular de (Q x Q) x (R x R), pues la preimagen de un punto por
una submersion (si es no vacia) es una subvariedad regular (Corolario (5.9) de [3]).

Hasta aca conseguimos construir Ly, ijt,FgT y C% a partir del STLF (Q, L, Fe*t, F/™)
dado. Estos son los ingredientes que necesitamos para tener un STLFd que aproxime al
continuo, lo cual es algo que vamos a ver en los ejemplos del Capitulo [4]

Nota 3.33. El Ejemplo ilustra la técnica de esta seccién, ya que fue construido
usando la discretizacion

_ _ gt —q . ST-5
lamq 57,8 = (7 T 5T ),

Siguiendo con los lagrangianos del tipo L(v,, S) = K(v,) —U(q, S), podemos calcular
las derivadas D3Lg v DyLg, desarrollando la formula (3.17)):

La(qg,q",5,5T)=hLoy(q ,q", 5,8

= hK O¢Q(q_7q+) - hUO TQxR O¢<q_7q+7s_75+)

=hK o ¢Q(q_7 q+) - hU(TQ o 1/}Q<q_7 q+)7 TR © wR(S_7 S+))
Entonces, tendremos

D4Ld(q77 q+a Si) S+) = _hD2U<TQ o ¢Q(q7’ q+)7 TR © ﬂ’R(Si S+)) . DQ(TR o @Z}R)(Sia S+)
D3Ld(q_> q+a 5_7 S+) = _hD2U<TQ o ¢Q(q—a q+)7 TR © @DR(S—, S+)) . Dl(T]R o wR)(S_a S+>
donde —hD>U(7g 0 vg(q~, q"), Tr 0 Yr(S™, ST)) # 0 pues DU = %% =T > 0.
Por otro lado mr (¢r(S, S)) = S, entonces
s
D1e(Yr(S,5)) = Di7e(¢r(S5, 5)) + Dame(dr(S, 5)) =1 = —=.

Luego no pueden ser Di(7r(¥r(S,S5))) v Da(Tr(¢¥r(S,S))) simultaneamente nulas,
por lo que, la que no sea nula, tampoco lo sera para los (S, S1) que estan cerca del
(S,5) en cuestion.
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Asi, por el desarrollo anterior y sabiendo que DU =T # 0, se tiene que D3Ly # 0 o
bien DsLg # 0, en un entorno de la diagonal. Debido a esta condicion, es posible obtener
las ecuaciones de movimiento del sistema discreto.

En resumen, en esta seccién vimos como asociar a cada STLF, mediante una aplicacion
de diferencias finitas, una familia (parametrizada por h) de STLFd tales que, localmente,
satisfacen las hipotesis del Teorema En el Capitulo [] veremos como se hace esta
construcciéon en dos casos concretos.






Ejemplos de sistemas termomecanicos

En este capitulo veremos dos ejemplos de sistemas termomecanicos que nos permitiran
discutir algunos aspectos interesantes del capitulo anterior. En la primera secciéon anali-
zaremos el sistema del carro con friccion, que fue estudiado previamente en el articulo [7],
adaptandolo a la formulacion de STLF que desarrollamos en el capitulo anterior. Comen-
zaremos dando una breve descripcion del sistema, refiriéndonos a las ecuaciones de estado
formuladas en el trabajo previamente mencionado, luego siguiendo la propuesta sugeri-
da en el capitulo anterior, propondremos un lagrangiano termomecanico, encontraremos
la evolucion temporal de la posicion y de la entropia del sistema, para luego plantear y
analizar dos discretizaciones posibles construidas a partir de las ideas desarrolladas en la
Seccion 4] del Capitulo |3} Realizaremos simulaciones de la evolucion de este sistema para
el caso continuo y el caso discreto (usando el programa Wolfram Mathematica version
10), para luego hacer un breve andlisis comparativo.

En la segunda seccitén, estudiaremos un sistema en el que la fuerza elastica de un
resorte se contrapone a la presion generada por un gas. Aqui plantearemos la ecuaciéon
de Newton del sistema y luego, usando las ecuaciones de estado termodinamico,
veremos que es posible reducirlo a un sistema con una tnica variable (la posicion) cuya
trayectoria satisface la ecuacion del Teorema [2.6l De este modo, podremos formular el
sistema como un SML para luego recuperar la informaciéon termodinédmica haciendo uso
de las ecuaciones de estado. Por ultimo veremos que la entropia del sistema permanece
constante y sin embargo sus estados termodindmicos son variables, lo cual nos impide
plantear el sistema como un STLF. Esto ultimo se debe a que, en el Capitulo |3 y en
[11], una hipotesis fuerte en la formulacion de los STFL, es la mencionada en la Nota
3.2} el hecho de poder parametrizar los estados termodindmicos de un sistema por medio
de la entropia. En resumen, este ultimo ejemplo es importante, ya que nos mostrara que
no siempre es posible formular un sistema termomecanico como un STLE de los que
estudiamos en el capitulo anterior. Atn asi, veremos que es posible darle una formulacion
diferente, en términos de otras variables termodinamicas y vinculos.

1. Primer sistema: Carro con friccién

Vamos a estudiar el ejemplo del carro con friccion del articulo [7] (Ejemplo 2.1) utili-
zando la formulacion de [11] que venimos desarrollando a lo largo de todo este trabajo.

Consideremos un carro (chasis, ejes y ruedas) con masa m, cuyas ruedas ruedan sin
deslizarse sobre una linea horizontal, por lo que la trayectoria del centro de masa es una
linea recta. Las ruedas del carro estan conectadas por pares con un eje, rigidamente unido
a ellas, que atraviesa el carro de lado a lado (ver Figura . Existe una fuerza de friccion

37
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entre cada eje y el chasis y se supone que es proporcional a la velocidad angular del eje.
Asumiremos que no hay intercambio de calor entre el chasis del carro y el exterior, en
otras palabras, el proceso es adiabatico. También supondremos que el material de las
ruedas es un aislante térmico perfecto y que tanto el momento de inercia de los ejes como
de las ruedas, es despreciable. En consecuencia, no serd necesario considerar las ruedas en
el analisis mecanico del sistema y por lo tanto omitiremos la condicion de rodadura como
vinculo no holénomo para esta parte del sistema.

La fuerza de friccién crea un proceso termodindmico, de forma que se produce un
aumento de la energia interna del chasis a medida que el carro se desplaza. En [7] hacen
un tratamiento del proceso termodinamico desarrollando dos ecuaciones de estado para
la energia interna y la entropia del sistema:

U=vT y S=5c+vlog(T/T), (4.1)

donde la constante v es una constante positiva, la capacidad térmica del chasis; T, es
una constante asociada a la temperatura del chasis y S, es una constante asociada a
la entropia del sistema. Mas adelante daremos una interpretaciéon maéas precisa de estas
constantes.

Lo que queremos hacer ahora es formular el sistema como un STLF. Hasta ahora,
las ecuaciones de estado que describen la parte termodinamica del sistema, estan
parametrizadas por la temperatura 7', pero para formular el sistema como en la Definicion
necesitamos parametrizar los estados termodindmicos del sistema en funcion de la
entropia S. Usando las ecuaciones se puede despejar la siguiente féormula para la
energia interna en términos de la entropia:

S—S

U(S)=vTwe + .

X, X +

F1GURA 4.1. Modelo del carro con friccion.

Planteando el modelo de STLF tendremos que el espacio de configuraciéon del sistema
es Q = R, correspondiente a la posicion en el eje horizontal del centro de masa. El
Lagrangiano que proponemos para el sistema es

donde v, T, y Sy son las constantes positivas que mencionamos antes. La fuerza de
friccion es F/7(z,#,S) = —pidr, con pu una constante positiva. Luego, por (3.2)), los
vinculos cinemaéticos son

aL . S5—Sc0

—(2,4,9)8 = —Toe v S = —pi’.
a5
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Luego, por el Teorema tenemos las siguientes ecuaciones de evolucion del sistema

m = —uT
Sy s 4.2
{Toes =G = . (4.2)

La solucion para la primera ecuacion de (4.2)) es
() :xﬁ%u—e#ﬁ). (4.3)

Por otro lado, la segunda de las ecuaciones (4.1]) ya nos daba la forma explicita para S
como funcion de T'y dado que en [7] también encuentran la expresion

Tt) =T — —e m , 4.4
(t) "0, (14)
juntando ambas, tenemos una férmula explicita para S en funciéon de ¢
me —2ut
S(t) = Sy +vlog(l — —2em ). 4.5
(1) = Sw + vlog(1 = S teH) (15)

NoOTA 4.1. Las constantes T, y So representan el valor asintotico de la temperatura
y de la entropia respectivamente. Ambas constantes dependen de la temperatura inicial
del chasis Tj, de la la entropia inicial del sistema Sy y de la velocidad inicial 2y. Podemos
encontrar su valor despejando Ty := T'(0) en la ecuacion y Sp := S(0) en la ecuacion

E3):

mg
20T

Soo = Sp —vlog(1 — ). (4.6)

Ahora graficaremos la trayectoria x(t) y la entropia S(t), para eso consideraremos las
siguientes condiciones: p := 3 Ns/m es el coeficiente de friccion, m := 5 kg es la masa del
carro, o := 0 m es la posicion inicial, o := 2 m/s es la velocidad inicial, T := 300 K es la
temperatura inicial, So := 0 J/K es la entropia inicial y v := 1 J/K es la capacidad térmica
del chasis. Reemplazando en la férmula de la trayectoria continua y la formula (4.5
de la entropia, al graficar obtenemos las Figuras y (4.3

3.5

3.0

2.5

2.0

FIGURA 4.2. Grafico de la posicion z(t) en funcion del tiempo.
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FIGURA 4.3. Gréafico de la entropia S(t) en funcion del tiempo.

1.1. Proceso de discretizaciéon. Ahora vamos a formular una versién discreta del
ejemplo, para ello utilizaremos la discretizacion:

-z~ St -5
Y S_7 > )
h h
donde h es un pardmetro positivo, el paso de tiempo discreto.
Segtn (3.17)) el lagrangiano discreto es

+ N2 _
Ademas, por (3.16), tenemos que ¢(z~, 2+, 7, St) = (27, ﬁ%, S7). Entonces las fuer-
zas discretas son

Ef™ (= 2%,57,8%) = —hu(

bt s, 8% = (o, il (4.7)

rt—
h
Reemplazando en la Ecuacion (3.7) tenemos que los vinculos variacionales discretos son

Tooer (5™ —5=)55~ = %(afr —x7)0x .

)dx_ y FI'™=o.

Segin ([3.19), los vinculos cinematicos discretos son
Toet S —5)(§% = §7) = L@ —a7)”

Asi, por el Teorema[3.17] obtenemos las siguientes ecuaciones de evolucion para el modelo
discreto del sistema

m

(pyr — 20, + 2p1) = — (g1 — T)
k>1

Tooe%(sk—l—sm)<5k — Sk_1) = %(mk - xk—1)2'

Ahora simulamos el sistema, para ello usaremos el siguiente cdédigo de Mathematica:
RecurrenceTable[{m*(1/h) * (x[n+1]-2*x[n]+x[n-1])==-mux(x[n+1]-x[n]),

S[nl==(h*mu) / (TO*E~ ((S[n-11-50) /nu))*((x[n]-x[n-11)/h) ~2+S[n-1],

x[0]==x0, S[0]==S0, x[1]==x0+vx0*h}, {x,S}, {n, 1, r}]

con las siguientes condiciones iniciales: p := 3 Ns/m es el coeficiente de friccion, m := 5
kg la masa del carro, z0 := 0 m es la posicion inicial, Zo := 2 m/s es la velocidad inicial,
To := 300 K es la temperatura inicial, Sy := 0 J/K es la entropia inicial, v := 1 J/K es
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la capacidad térmica del chasis, h el paso de tiempo que reemplazaremos para distintos
valores y r es el namero de iteraciones, que depende del rango de tiempo para el que
queramos simular el sistema.

Asi obtenemos el Gréfico de xy (posicion del carro en el tiempo discreto) para esas
condiciones.

3.5

3.0

2.5

2.0

o
[6)]
U... .~.

FIGURA 4.4. Grafico de la posicion zj en funciéon del tiempo t, = kh para
h =0.05 s.

Si ahora comparamos el Gréfico y el Grafico de z; para distintos pasos de tiempo
(h=02s; h =01syh=0.05s), tenemos la Figura , donde se puede ver que a
medida que h es mas pequeno, la curva discreta se ajusta mejor a la curva continua, esto
nos dice que el comportamiento cualitativo de la aproximaciéon es el correcto.

8 10

F1GURA 4.5. Comparacion de curvas de posicion para el caso continuo y el
caso discreto: la curva roja corresponde a la trayectoria continua, la curva
verde corresponde a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 sy
la curva azul corresponde a h = 0.05 s.

Para ver que tan buena es esa aproximacion calculamos los errores entre las trayectorias
Tk, para los distintos valores de h, obtenidas con la discretizacion y la trayectoria
{z(kh)}k=12. . obtenida a partir de evaluar la trayectoria continua en los valores discretos
de tiempo. Asi tenemos la funcion de errores By =z, — z(kh) y la Figura [1.6] donde se
pueden ver los graficos de las distintas curvas de errores, para h = 0.05s, h = 0.1sy
h = 0.2 s, donde consideramos las mismas condiciones iniciales de antes.
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0.4
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FIGURA 4.6. Grafico de diferencias x; —z(kh). La curva verde corresponde
a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y la curva azul

corresponde a h = 0.05 s.
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F1GURA 4.7. Gréfico de la entropia Si en funciéon del tiempo ¢, = kh para

h =0.05 s.
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F1GUuRrA 4.8. Comparacion de curvas de entropia para el caso continuo y el
caso discreto: la curva magenta corresponde a la entropia continua, la curva
verde corresponde a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 sy

la curva azul corresponde a h = 0.05 s.
Por otro lado, para las mismas condiciones iniciales y A = 0.05 s, el Grafico[1.7]muestra

la evolucion de la entropia en el tiempo.
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Nuevamente, si comparamos el Grafico y el Gréfico de Sy para distintos pasos de
tiempo (h =0.2s, h = 0.1 sy h = 0.05 s), tenemos la Figura , donde se puede ver que
a medida que h es mas pequeno, la curva discreta se ajusta mejor a la curva continua.

Ahora, de forma similar a como hicimos antes, queremos calcular los errores entre
las curvas de entropia S, para los distintos valores de h, obtenidas con la discretizacion
(4.7) v la entropia {S(kh)}r=12, . obtenida a partir de evaluar la entropia continua en los
valores discretos de tiempo. Asi tenemos la funcion de errores By, = S, —S(kh) y la Figura
[4.9] donde se pueden ver los graficos de las distintas curvas de errores, para h = 0.05 s,
h=0.1sy h=0.2s, donde consideramos las mismas condiciones iniciales de antes.

0.006 |-
0.005 —
0.004 f
0.003 f

0.002 |

0.001 f

2 4 6 8 10

FIGURA 4.9. Grafico de diferencias Sy, — S(kh). La curva verde corresponde
a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y la curva azul
corresponde a h = 0.05 s.

Hasta aqui, vemos que la formulacion desarrollada a partir de la discretizacion (4.7)
es razonable: aproxima las trayectorias exactas y los errores parecen decrecer linealmente
con el valor de h. Ahora veremos que ocurre si utilizamos una segunda discretizacion.

1.2. Segunda discretizacién. Ahora usaremos la discretizacion

e iy (T Attt =T ST ST ST -5
¢($ ,l’,S,S)—( 2 ) h I 2 ) h >7

con lo cual, segtin la formula (3.17), el lagrangiano discreto es

(4.8)

+ —
Lo(a™ ", 57,5%) = h(%(%f PTG 5=59))

Ademas, por (3.16)), tenemos que (z—,z+, S, §F) = (&tzl zf-o” 57457) FEpgonces
» P ) q ’ 2 n 2
las fuerzas discretas, segin [3.18] son

?

+ _ —
FIrf(z= 2%) = —hu(%)dm’.

Segtn ([3.7), los vinculos variacionales discretos son

+ - +
lToo (e%(%(5’+5+)—5w)55— i e%(%(swsﬂ—soo)(;y) _ #<u>5x— i M<u
2 h h
y, por (3.19)), los vinculos cineméaticos son

>5$+

1(lig—4g+)_ _ 2 -
ToevGS™H5)=5=)(g+ _ g + 2
e ( )—h(x —x )7,
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luego, por el Teorema las ecuaciones de evolucion son

m

(g1 — 205 + Tpo1) = —5p(Tps1 — Tio1)
k> 1 (4.9)

1106%(%G%71+Sk)—5w)<5%._.S%_l):: %(wk _'xk—l)?

Ahora vamos a resolver la primera ecuacion de para la trayectoria x, usando el
siguiente codigo de Mathematica:
RecurrenceTable[{m*(1/h) *(x[n+1]-2*x[n]+x[n-1])==-(mu/2) *(x[n+1]-x[n-1]),
x[0]==x0, x[1]==x0+vx0*h}, x, {n, 1, r}]
con las siguientes condiciones iniciales: p := 3 Ns/m es el coeficiente de friccion, m =5
kg la masa del carro, 0 := 0 m es la posicion inicial, &y := 2 m/s es la velocidad inicial
y h :=0.05 s el paso de tiempo que consideraremos. Al graficar obtenemos la Figura 4.10
y para comparar distintos valores de h podemos ver la Figura [4.11}
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F1GURA 4.10. Grafico de la posicion x en funciéon del tiempo ¢, = kh para
h = 0.05[s].

2 4 6 8 10

F1GURA 4.11. Comparacion de curvas de posicidon para el caso continuo y
el caso discreto: la curva roja corresponde a la trayectoria continua, la curva
verde corresponde a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 sy
la curva azul corresponde a h = 0.05 s.

La segunda ecuacion de (4.9) para la entropia es mas complicada de resolver, ya que
es una recurrencia de segundo orden, con una variable implicita. Para poder resolverla
utilizaremos el siguiente codigo de Mathematica:
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S[o]:=s0,
S[1]:=k /. FindRoot[Ti*(Exp[1/v*((S0+k)/2-Si)]1)*(k-S0)==(u/h)*(vx0*h) "2,

{k, SO0}],

For[i = 1, i <= r, i++, {ant = S[i], S[i + 1l=y /.

FindRoot [Ti* (Exp[1/v*((S[il+y)/2-S1)1) *(y-S[i])==2* (mu/h) *(p[i+1]-p[il)~2,

{y, ant}]} ]

con las mismas condiciones iniciales que usamos anteriormente. Al graficar obtenemos la

Figura y para comparar distintos valores de h podemos ver la Figura [4.13
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FIGURA 4.12. Grafico de la entropia Sy en funcion del tiempo t, = kh para
h =0.05 s.
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FIGURA 4.13. Comparacion de curvas de entropia para el caso continuo y
el caso discreto: la curva roja corresponde a la entropia continua, la curva
verde corresponde a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 sy

la curva azul corresponde a h = 0.05 s.
Ahora, de la misma manera a como hicimos antes, calculamos los errores de diferencia

entre la curva continua y las curvas discretas (para los distintos valores de h) para la
posicion y la entropia, obteniendo las Figuras y [4.15]
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FIGURA 4.14. Gréfico de diferencias z;—z(kh). La curva verde corresponde
a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y la curva azul
corresponde a h = 0.05 s.
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FIGURA 4.15. Gréfico de diferencias S, — S(kh). La curva verde correspon-
de a h = 0.2 s, la curva naranja corresponde a h = 0.1 s y la curva azul
corresponde a h = 0.05 s.

1.3. Conclusiones. Podemos ver que la posiciéon y la entropia discretas que pro-
vienen de la segunda discretizacion aproximan mejor a las curvas continuas, sin
embargo la segunda ecuacion de es implicita, por lo que hace falta utilizar un méto-
do numérico que nos de una soluciéon de la ecuaciéon implicita en cada iteraciéon y esto es
una clara diferencia frente a la primera discretizacion (4.7)), pues esto hace que el método
sea computacionalmente mas costoso. Existen otras posibles discretizaciones que podrian
ser usadas para discretizar sistemas termomecanicos segtn lo formulado en la Seccion
del Capitulo [3] por lo que un posible trabajo a futuro seria estudiar distintos tipos de
discretizaciones para sistemas termomecanicos y analizar sus ventajas y desventajas, mas
aun, se podria realizar un estudio de la dependencia de los errores entre las trayectorias
discretas y la continua en funcion del orden de contacto de la discretizacién que se usa.

2. Segundo sistema: Fuerza elastica se contrapone a la presién de un gas

Ahora vamos a estudiar el segundo sistema termomecanico de este capitulo: se trata de
una caja cerrada con paredes adiabaticas, donde en el extremo izquierdo tenemos fijo un
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resorte (cuya extension en equilibrio tiene largo xg) que a su vez, en su extremo derecho
estd fijado a una masa que funciona como pared movil para el recinto que queda formado
del lado derecho, el cual contiene un gas ideal. La caja tiene largo xy y el area de la pared
movil es A.

gas

FIGURA 4.16. Esquema del sistema

La relaciéon entre el volumen V' ocupado por el gas y la posicion de la masa x es

V = A(zg — ). (4.10)
Segun el Gréfico [£.16] la fuerza elastica que aplica el resorte contra la pared movil
(posicionada en z(t)) tiene sentido positivo y la podemos escribir como F,.s(t) = k(z¢ —
x(t)), con k la constante de elasticidad del resorte. Por otro lado tenemos la fuerza que
ejerce el gas sobre la pared mévil, que se opone a la fuerza del resorte, la podemos escribir
como Fyqs(t) = —P(t)A, donde P(t) es la presion que ejerce el gas sobre la pared movil a
tiempo t. Ahora, con los datos que tenemos, vamos a escribir la ecuaciéon de Newton ((1.1)
aplicada a la pared movil:

Mi(t) = Fres(t) + Fpas(t) = k(o — (1)) — P(t)A. (4.11)

En esta ecuacion tenemos dos incognitas (x y P), por lo que seria suficiente poder re-
lacionar a P con x. Afortunadamente, haciendo un analisis termodinamico del sistema,
veremos que es posible encontrar dicha relacion y para ello serad necesario considerar ciertas
ecuaciones de estado.

2.1. Analisis termodinamico. Inicialmente para caracterizar los estados del sis-
tema y su evolucién debemos considerar las variables x, S, U, N,V,T y P, pero algo que
podemos ver rapidamente es que, dado que la caja es cerrada, el nimero de moles se
mantiene constante (N = Np), de esta manera descartamos N. Dado que el sistema es
adiabatico y que el gas es ideal, podemos utilizar la ecuacién de estado (C.7)) para rela-
cionar la presion y el volumen:

PV5/3 = ¢, (4.12)
donde £ es una constante. De esta ecuacion obtenemos que
P =gV, (4.13)

Ahora bien, para obtener la temperatura y la energia interna, podemos usar las ecua-
ciones de estado PV = NRT y U = $NRT (ecuaciones y (C.6)) v el hecho de que
N = Ny, con lo cual si reemplazamos P como en tendremos las siguientes férmulas:

gvl—5/3

(V) NoR
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UV) = gng.

Podemos ver que la temperatura y la energia interna del sistema dependen tinicamente
del volumen. Mas adelante veremos que la entropia del sistema es constante y hablaremos
de que consecuencias tiene esto sobre la formulacion que venimos desarrollando a lo largo
del Capitulo 3.

Volviendo a la ecuacion ({.11)), si usamos la relacion en (4.13) podemos re-
emplazar la presion P = (V=23 = EA75/3/(zo — 2)%/* en la ecuaciéon (4.11)), tendremos
finalmente que

£AI-3/3
(w0 — @(t))>/*
esta es una ecuacion que tnicamente depende de la variable posicion x(t). Es decir, el sis-
tema termomecanico que habifamos considerado en un principio puede reducirse, mediante
la ecuacion de estado y el vinculo , para convertirse en un sistema puramen-
te mecanico, del cual podemos recuperar la informacion de los estados termodinadmicos
volviendo a usar las ecuaciones mencionadas.

Desde el punto de vista de la Geometria Diferencial lo que vemos es que, desde un
principio, el estado del sistema queda determinado por los parametros x, S, U, N,V,T y
P. Luego, las distintas ecuaciones de estado permiten ir “cortando” subvariedades de este
espacio para obtener una “region” en la que puede existir el sistema. Finalmente uno ve
que el sistema es parte de una subvariedad que puede ser parametrizada tinicamente en
términos de z. Llegado este punto, se describe la dinamica en términos de x y se ve cudl
es la trayectoria z(t). Sin embargo, esto no dice cudl es el comportamiento de todas las
variables del sistema. Para dar una descripcion del resto de las variables hay que recordar
que el estado del sistema es una subvariedad (que se puede parametrizar en términos de
x) del espacio de los estados y de alli se despejan las demas variables.

En definitiva, para poder caracterizar el sistema, salvo la evolucion de la entropia, de
la que hablaremos més adelante, debemos considerar las siguientes ecuaciones:

mi(t) = k(xg — z(t)) — (4.14)

NoR =&V (1)) 2/*
= 36(V (1),

2.2. Planteamiento como un STLF. Ahora consideramos el lagrangiano mecé-
nico

) -
) = Alwo — (1))
)
)

-2/ =2/
L(z, &) = K(1) — W(z) = S - %kﬁ(mo —x)* + eA” 3(_1’;/3 =)~ 3,

5 (4.15)

NoTa 4.2. El potencial W (z) es la suma de dos términos, el primero 1k(zy — z)?
corresponde a la fuerza elastica del resorte y el segundo —(A™2/3(zy — 2)72/3/(—2/3)
corresponde a la presion del gas relacionada con el estado termodinamico del sistema.

Ahora usemos el Teorema aplicado al lagrangiano (4.15)) y tendremos que

5A—2/3

S —
(2o — x)5/3 ’

mi — k(xg — x) +
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de esta manera tenemos nuevamente la ecuacion (4.11)), es decir, a partir del lagrangiano
propuesto, recuperamos la ecuacién de Newton del sistema. De esta manera podemos
considerar el SML del lagrangiano , en el que si agregamos la relacion y la
ecuacion de estado (4.12), podemos obtener toda la informacion del sistema termomeca-
nico. Pero jqué ocurre cuando queremos considerarlo como un STLF? Tanto en nuestra
definicion de STLF (Definicion como a la formulacion planteada en [I1], una hipo-
tesis fuerte es que el estado termodinadmico de estos sistemas pueda ser parametrizado
por la entropia, con lo cual, para plantear el sistema de esta forma, tenemos que poder
parametrizar las variables termodindmicas del sistema en términos de S. Si observamos
la ecuacion de la entropia, dado que N = Ny, lo que tendremos es

S = Sy + NyRlog [(U%)S/Q(%ﬂ

pero las ecuaciones de estado U = %NRT y PV = NRT nos permiten escribir U = %PV,

con lo cual APV\32
5 = s+ Notog |(G-) (7))

ahora usamos que P = £V ~%/3 y desarrollando, finalmente se obtiene que

S = Sy + NyRlog [(%)3/2<Vi0>},

como vemos S es constante, es decir, el sistema es isoentrépico. Sin embargo, a pesar de
ser un sistema isoentropico, sus estados de equilibrio evolucionan en el tiempo, pues la
relacion (4.10) nos indica que el volumen V' y consecuentemente la presion P cambian
segln la posicion de la pared moévil. Por esta razén no podremos caracterizar los estados
termodinamicos del sistema usando la entropia.

En conclusién, este sistema nos muestra que no todos los sistemas termomecanicos
pueden ser tratados con el formalismo de un STLEF que consideramos en el Capitulo[3]y que
proponen en [11]. En particular, en el caso de un sistema isoentropico en el que los estados
de equilibrio evolucionan, la entropia es constante y no nos provee informacion de como
estos evolucionan ni tampoco nos indica cudl es el estado termodindmico del sistema en
un instante dado. Sin embargo, existe la posibilidad de darles un formalismo que involucre
otras variables termodinamicas diferentes a la entropfa, como podrian ser la temperatura
o el volumen. Mas atin, tendria que ser posible pensar en sistemas cuyos estados se pueden
describir como subvariedades (de dimension mayor a 1) del espacio de todos los estados,
usando los vinculos que sean necesarios. En el articulo [7], los autores proponen una
posibilidad de formalizar los sistemas termomecénicos utilizando otras variables ademas
de la entropia, con lo cual, un posible trabajo a futuro seria desarrollar una version para
sistemas termomecanicos discretos del formalismo propuesto en dicho articulo.







Conclusiones y trabajos a futuro

A continuacién presentaremos algunas conclusiones de este trabajo y daremos una
lista de temas que podrian tratarse en futuros trabajos.

Conclusiones:

= Con definiciones precisas de sistemas termomecénicos continuo y discreto pudimos
caracterizar sus trayectorias -definidas variacionalmente en ambos contextos- en
términos de sistemas de ecuaciones, diferenciales ordinarias para los primeros y
algebraicas para los ltimos. Estas demostraciones completan las provistas en |11
donde se omiten algunos detalles e hipotesis.

= En cuanto a la existencia de trayectorias para los sistemas termomecanicos dis-
cretos hemos mostrado como un sistema, atun satisfaciendo las condiciones de
regularidad dadas en [11], puede no tener trayectorias. Por el contrario, si uno de
estos sistemas tiene al menos una trayectoria, probamos la existencia de un flujo
local definido cerca de la trayectoria en cuestion. Este punto corrige la afirmacion
de [11] acerca de que la condicion de regularidad del sistema discreto alcanza para
la existencia de trayectorias.

= Discutimos con cuidado la discretizacion de un sistema termomecéanico continuo
usando aplicaciones de diferencia finita. Si bien no realizamos un analisis de errores
de los sistemas obtenidos, exploramos estos sistemas mediante ejemplos y vimos
que, numéricamente, la dinamica del sistema discreto converge a la del continuo.

= Desarrollamos y discutimos el ejemplo de un sistema termomecanico cuya descrip-
cion excede los limites de la formulacion propuesta en [11].

= Aprendimos e incorporamos la utilizacion de software que nos permiti6é realizar
simulaciones de la dinamica de distintos sistemas.

Trabajo a futuro:

= Distintas discretizaciones: profundizar el estudio de distintas discretizaciones po-
niendo énfasis en estudiar el orden de los errores en las mismas. Esto serviria para
motivar un posterior analisis de errores de los integradores asi construidos.

» Desarrollar una version discreta del formalismo propuesto en [7].

» Analizar cuidadosamente las consecuencias de incorporar una funcion transferencia
de calor a los sistemas termomecénicos discretos.
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» Estudiar la existencia de estructuras simplécticas o de contacto en el caso de los
sistemas termomecanicos discretos (tal vez para los continuos también). En parti-
cular, hallar ecuaciones que controlen la evolucion con el flujo de dichas estructuras
y ver, si existen, condiciones bajo las cuales estas estructuras son conservadas.

= Estudiar bajo qué hipoétesis se puede probar que la familia de sistemas termo-
mecénicos discretos obtenidos mediante una aplicacién de diferencias finitas a un
sistema continuo es un sistema regular. Eventualmente, estudiar la existencia de
trayectorias en el caso de este tipo de sistemas discretos.

= Estudiar la existencia de magnitudes conservadas. En particular estudiar el com-
portamiento de la energia de un sistema termomecanico.



Método para una recurrencia

En esta seccion buscaremos una solucion analitica a la Ecuacion (2.5) del Ejemplo

2.22

1 k A
= 2—h'—+h=)q — g k=1,2,...
qk+1 1+h%(( m_l_ m)qk’ qk 1) ) ) &
Comenzamos reescribiendo las constantes A = @(2 — h2% + h%) y B = ﬁ, para
obtener
qk+1 IAqk —qu,1 ,k = 1,2,... (Al)

Para resolver (A.1]) proponemos una solucion q; = z* para alguna constante x a determi-
nar, con lo cual obtenemos la ecuacion caracteristica 22 — Az + B = 0, de la que obtenemos
las soluciones

Segiin las condiciones iniciales presentadas en el Ejemplo debemos considerar el caso
B > (A/2)%. Entonces escribimos 1 y x3 como

A A2 A A2
mlzz:§+z B_<§)’ x2:E:§—@ B—(=).

Luego, debido a la linealidad de ((A.1]), su solucion general es
qr = C’lzk + ngk,

con C1,Cy € C constantes que determinaremos a partir de las condiciones iniciales ¢ y
q1 dadas. Luego tendremos

qo = C1 + O
q1 = Clz + 023
v despejando tendremos,

b

qoz — q1 = Co(z — Z)
@ —qz=Ci(z—72)

reemplazando ahora en la solucién general se tiene,

G(z—7%) = (1 — QOE)Zk + (qoz — Ch)Ek,

Gz = %) = (2 =) — oz — 22°).
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Si escribimos z = |z]e? y 7 = |z]e7®, con 0 < # < 27, tenemos que Zz*

con lo cual, reemplazando obtenemos,

@ 2i|2| sin(0) = q12i|2|* sin(kO) — go2i|z|*T sin((k — 1)6).

Finalmente sabiendo que |z| = \/(4/2)2 + B — (A/2)2 = VB,

o= (V) IO g (vE) 2D,

con 6 = cosfl(ﬁg).

|2 |F1eith—10,

(A.2)



Cosas varias de Geometria Diferencial

Consideremos M una variedad diferencial y sea p € M. Sea ¢ : U — R"™ una carta
coordenada tal que p € U C M. Definimos C, como el conjunto de curvas suaves que pasa
por p:

Cp={yeC™(=1,1),M) [+(0)=np}.
Ahora, sobre este conjunto, definimos la siguiente relacién de equivalencia:

Sean 1,72 € Cp

d d
~ — = — ) B.1
V1 Y2 = dt<¢o%) _ dt(¢o’72) —o (B.1)
DEFINICION B.1. Dado p € M, llamaremos espacio tangente a M en p al conjunto
T,M :=C,/ ~ . (B.2)

LEMA B.2. La relacion de equivalencia ~ estd bien definida, independientemente de
la carta coordenada elegida.

DEMOSTRACION. Sea un par de curvas 71 y 72 tales que 71(0) = 1(0) =p y 11 ~ 72,
es decir

d d

E(Gﬁ 1) o E(Gﬁ °Y2) .
Consideremos otra carta v : W — R” con p € W. Si restringimos ¢ vy v a UNW
tendremos que:

d d
= £(¢O¢O¢flo’h) Zdas(p)(wofl)awo’h)

d
a(?ﬁo%)

t=0 t=0

d d d
= dy(p) (1 o ¢71)£(¢0%) o a(iﬁ ocpoglom)| = E(w °©2)

t=0

Resumiendo

d
B CRRC)

Reciprocamente si (¢ 0 y1)|;— = (¢ 0 72)|;—9, podemos volver a usar el desarrollo
anterior para tener que 4 (¢ ov)|i—o = 2L (¢ 0 72)|i—0 ¥ con eso 1 ~ 7a.
Lo anterior muestra que la relacion de equivalencia ~ esta bien definida, independien-

temente de la carta coordenada elegida. 0

d
Y1~ Y2 = E(@/JO%)‘

TEOREMA B.3. Sea M una variedad diferencial de dimensionn, conp € M. Entonces,
T,M es un R-espacio vectorial con dim(T,M) = dim(M) y ni la definicion de T,M, ni su
estructura de R-espacio vectorial, dependen de la carta coordenada elegida para definirlas.
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DEMOSTRACION. Dada una clase [y] € T,M y una carta coordenada de M, (U, ¢) tal
que p € U, consideremos el vector x = %(gf)oy)hzg. Esto define una funciéon I'y : T,M —
R™ tal que I'y([y]) = x. Notar que I'y no depende del representante de [7], pues si 2 € [7]
entonces %(gﬁ 0 Y9)|t=0 = %(gb 0 Y)|t=0 = .

También podemos ver que, si tomamos otra carta ¢» : VN U — R" tal que p € V,
tendremos:

Lu(b]) = $Wo)| _ = 2@os™ 0607)

t=0 dt t=0

d
= D0 ¢ o (:(007)| _ ) = Do 6™ s (Tall1]),
es decir
Ty([1]) = D 0 6™ o (To([1])). (B.3)
Consideremos ahora la funcion Ty : R* — T, M tal que T4(x) = [7] es la clase de la
curva 7 : (—¢,€) — M definida por J(t) = ¢~ (tz+¢(p)), donde € > 0 es suficientemente
chico para que ¢tz + ¢(p) € #(U), pues ¢(p) € ¢(U) que es abierto.

Veamos que I'y, y Iy, son mutuamente inversas. Por un lado, si [y] € T,M, sabemos

que
Lol = S (607)

y a su vez, si [J(t)] = Ty(z), tendremos

T = %((bo ¢ (tr + ¢(p)))} = %(aﬁcﬁ)

=X
t=0

(B.4)

- t=0
es decir I'y(T4([7])) = Ty(x) = [7]. Pero %(¢ 0 F)|i=0 = %(¢ 0 ¥)|i—0, entonces 7 ~ v, con
lo cual T'y(T'4([7])) = [7]. Por otro lado si € R, por tendremos que Ty(z) = [7],
entonces I'y(Ty(x)) = ['y([3]) = 2. Por lo tanto, T'y = I‘;l.

Definimos la estructura de R-espacio vectorial de 7,,M haciendo que la biyeccion I',
sea un isomorfismo de espacios vectoriales. Es decir, si A € R, v,, w, € T,Q con z = I'y(v,)
ey =Iy(w,), tendremos en T,() la operacion:

v, + wy, = F;l()\x +vy),
donde I';'(Az +y) = [¢7(t(Ax + y) + ¢(p))]. Notar que
At 4y = Ly(Av, + wp). (B.5)
Si ahora tomamos otra carta ) : V N U — R” tal que p € V, tendremos:
'ty = ALy (vp) + Ty (wp)

por (B.3),
= AD (1 0 ¢~ )o) (T(vp)) + D 0 6™ ) (T (wy))
por ser D(1) 0 ¢™1)y(p) lineal,

D0 ¢™ 1) o) (AL (vp) + L))
por definicion de z e y,
=D o ¢ s (A\z +y)
por (B.5)),
=D(¢o ¢_1)¢(p)(F¢(/\Up + wy))
nuevamente por
= Ly (Avp + wp).
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Resumiendo tenemos:
A+ 1y =Ty (v, + wp).
Con lo cual, al aplicar F;l tendremos
F;bl()\x’ +19) = F;l(f}ﬁ()\vp +wy)) = Av, + wp.

Es decir, la suma en 7, M no depende de la carta coordenada, con lo cual su estructura de
R-espacio vectorial esta bien definida. Ademas, T,,M tiene dimensiéon m, pues T,M = R"
y dim(R"™) = dim(M) = n. O

Nota B.4. Si A € Ry vy, w, € T,M, las operaciones en T, M son:
vt w = [¢7 (t0y (v, + wy) + d(p))]
Avp = [67 (6 (Avp) + (p))]

DEFINICION B.5. Dada una funciéon F': M — N suave, definimos la diferencial de
Fen p € M, como la aplicacion F , : T,M — Tgq) N, tal que

Fip(vp) = [F o], (B.6)
donde 7y es cualquier curva en la clase v,,.
PROPOSICION B.6. F,, estd bien definida.

DEMOSTRACION. Dado v, € T,M, se tiene que F o+ es una curva que pasa por F(p)
y [FO")/] € TF(p)N.

Veamos que Fl, no depende de 7, para ello consideremos una carta (¢,U), con ¢ :
U — R™, de M y una carta (¢, V), con¢ : V — R" de N, talesquep € Uy F(p) € V.
Sea otra curva 7' € v, entonces tendremos

d ;
d—t(l/}OFOV)

t=0

d
= Z(WoFog 0g0y)

t=0

d
= Do Fod (5 (607

)

t=0

o)

como ' ~ 7,

d
= Do Fod ) (E(cﬁ )

= 2woFoy)

Es decir, F oy ~ Fo/. Con lo cual, [F ov] = [F o4/], entonces F., no depende de la
curva elegida.

Por otro lado, dado que F) ,, esta definida como una clase de equivalencia y habiamos
visto que las clases no dependen de las cartas, tendremos que F , tampoco depende de
la carta. Por todo lo anterior, F} , estad bien definida. OJ

t=0

PROPOSICION B.7. Sea F': M — N una funcion suave. Si (U, ¢) es una carta, con
¢:U—R™, de M que contiene a p y (V,¢) es una carta, con ) : V. — R", de N que
contiene a F(p), entonces la expresion local de F, es:

Fiop(vp) = Flzl(D(w oFo ¢71)¢>(p)(r¢<7}p)))'
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DEMOSTRACION. Sea v, € T,M, entonces
Fp(vp) =T5 0Ty 0 Fryo Ty Ty (vy))

— T 0 Ty([F 0 67 (0(F(p)) + 14 (1,)))
! (iw 0 F o ¢ ((F(p)) + ta(v,)| )
2 (Do Fod™)ym(Te(vy))).

[l

PROPOSICION B.8. F, , es lineal.

DEMOSTRACION. Sean A € R, v, w, € T,M, entonces:

AF,p(vp) +F*p(wp)
= AL H(D(W 0 F o ¢ )g)(T(vp) + T (D(W o Fo¢™ )y (Lo(wy)))
= F YD 0 F o ¢ ) o) (To(vp)) + D(¢ 0 F o ¢ )y (To(wy)))
w ( (YoFogp~ >¢(p)(>‘r¢>(vp) +Tg(wyp)))
=L, (Do Fo¢™ )y (Lo(Av, +wp)))
= F. (A, +w,p,)

OJ

El siguiente diagrama de espacios vectoriales y transformaciones lineales, nos muestra
las relaciones entre los ellos:
Fup
oM —— Tpp N

-1
Ty r,

m > n

D(wOFO¢71)¢<p)

DEFINICION B.9. Sea M una variedad diferencial. Llamaremos fibrado tangente, al
conjunto

TM := Uper T, M. (B.7)

Vamos a darle a T'M, una topologia y estructura de variedad diferencial, a partir de
la estructura de M. Para empezar, definimos la funcion 7 : TM — M tal que 7(v,) = p,
Vv, € T,M. Luego, dado A C M, 77Y(A) = UpeaT, M.

Sea {( Ug, Ga), € I} un atlas de M. Consideremos las funciones @, : 774(U,) —
P(Ua) xR™ C R*™ tales que $o(vp) = (0a(T(Vp)), Pasr(s,)(¥p)), con imagen ¢o(Us) x R™ C
R2". Dado que las funciones ¢, y ®axp sON inyectivas, tendremos que @, también lo es y
por lo tanto, si la restringimos a su imagen, tiene inversa &' : @, (77 1(U,)) — 71 (U,).
Dado v, € TM notaremos ¢o(p) = T ¥ @ax,(vp) = T, es decir, @4 (v,) = (z,1).

Definimos la topologia sobre T'M generada por

{BCTM/B=®_"(A) para algin A C R*" abiertoy a € I}.

Veamos ahora que {(771(U,), @), @ € I} es un atlas para TM. Por un lado, Uye;7 1 (Uy) =
Uaer (Upev, TyM) = Upen T,M = T M, pues Une U, = M Por otro lado, dados (771(U,), P,)
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y (775(Ug), ®3), usando el hecho de que las cartas (Uy, ¢o) v (Us, ¢5) son compatibles, se
deduce que la funcion, ®, 0 ®5* : Pg(r (U, N Us)) — R tal que

Qo0 @5 (2,7) = (da 0 95 (2), D(¢a © ¢5")u()), (B.8)

es diferenciable. Por lo tanto, (771(U,), ®,) y (771 (Us), @) son compatibles.
Ademas, dado un abierto A C M, existen cartas (771(U,), @) tales que A = Uyer(AN

Ua) y
T HANU,) = @, (¢s(ANU,) x R").

Pero, ¢4s(ANU,) x R" es abierto, con lo cual
7 HA) = Userm HANT,), (B.9)
es abierto y 7 es continua. También tenemos que
pooTo® (2, 1) =,
es diferenciable, por lo tanto, 7 es suave.

En conclusion, hemos probado el siguiente resultado.

TEOREMA B.10. Sea M wuna variedad diferencial de dimension n. El conjunto T M
con la topologia y el atlas que definimos arriba es una variedad diferencial con dimension
2n y T es una funcion suave.

DEFINICION B.11. Sean M y N variedades diferenciales. Sea F' : M — N una
funcion suave. Definimos la aplicacion diferencial F, : TM — TN como

F*(U) = F*’T(v) (U)
PROPOSICION B.12. F, es suave.

DEMOSTRACION. Basta elegir convenientemente dos cartas (75, (Uy ), ®o) v (75" (V3), ¥5)
de T'M y T'N respectivamente, para notar que

Ug o0 Fo® ! (z,4) = Ugo Fuvy) = Us(Fp(vp))

= (Vs(F (D), Yu,r ) (Frp(vp)))
= (o Fog¢™')(x), D(Yo Fog™h),(i)),

es diferenciable (pues sus funciones componentes lo son). Por lo tanto F, es suave. U

DEFINICION B.13. Dado p € M, llamaremos espacio cotangente a M en p al espacio
dual Ty M = (T,M)*.

DEFINICION B.14. Sea M una variedad diferencial. Llamaremos fibrado cotangente,

al conjunto
T"M := Upe]WT;M- (BlO)

El siguiente resultado puede encontrarse en la pagina 276, del libro [14] de J. M. Lee.

TEOREMA B.15. Sea M wuna variedad diferencial de dimension n. El conjunto T*M
es una variedad diferencial con dimension 2n.

DEMOSTRACION. De forma similar a cuando le dimos estructura a T'M, debemos
empezar por definir la funcion 7* : T*"M — M tal que 7*(0,) = p, Vo, € T;yM. Luego,
dado A C M, 77 '(A) = UpeaT; M.

Sea {(Ua, ¢a), € I} un atlas de M. Sabemos que para cada p € U, las funciones

.....

la base dual a {0/0¢',...,0/0¢"}, con lo cual, cualquier elemento o, € T U, se puede
escribir como o, = Z?Zl ajd¢’, donde a; : U, — R para j = 1,...,n, son funciones



60 B. COSAS VARIAS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

suaves. Definimos entonces las funciones coordenadas, ®, : 7* 1 (U,) — ¢o(U) x R" C

R?", como
Po(0p) = (9a(T7(0p)), (a1 (77(0p)), - - - an(T7(0))))-
La topologia sobre T*M es la generada por

{BCT*M/B=®_"(A) para algin A C R*" abiertoy o € I } .
Es posible comprobar que {(T*_I(UQ), d,),a € I} es un atlas para T*M. O

DEFINICION B.16. Dada una funcion suave F' : M — N, definimos el pullback por
Fen p e M, como la aplicacion F) : T;(p)N — Ty M tal que, para cada o € T;(p)N v
cada v € T, M:

F;(U)(U) = 0(F,,(v)). (B.11)

DEFINICION B.17. Sea M una variedad diferencial, entonces un campo vectorial (sobre
M) o seccion del fibrado tangente, es una funcion suave y : M — TM tal que, para
cada p e M,

Tox(p) =p.
DEFINICION B.18. Una distribucion D sobre T'M es la union (Vp € M) de subespacios
vectoriales S, C T,M, con la condiciéon de que exista un r natural (1 < r < n) y para

cada p € M exista un abierto U, y campos vectoriales x; : M — T'M con j =1,...,r,
tales que para cada q € U,, {x1(q), ..., x-(q)} sea una base de S,.

DEFINICION B.19. Sea M una variedad diferencial, una 1-forma (sobre M) o seccion
del fibrado cotangente, es una funciéon suave w : M — T*M tal que, para cada p € M,

" ow(p) = p.

Ahora daremos la definicion de pullback para 1-formas, que puede encontrarse en la
pagina 285 de [14].

DEFINICION B.20. Sea una funcién suave F' : M — N y w una l-forma sobre V.
Llamaremos pullback de w por F, a la 1-forma F*w sobre M, definida como

(Fw)(p) = F, (w(F(p))),
que actia sobre un vector v € T, M por

(F"w)(p)(v) = w(F (p)) (Fip(v))-



Apéndice Termodinamica

En [17] los autores siguen la termodindmica del no equilibrio propuesta en [18]. Sin
embargo, para el abordaje de los ejemplos presentes en este trabajo nos bastara con el co-
nocimiento de los sistemas clésicos de la termodinamica del equilibrio (o cuasi-equilibrio),
descritos en [5]. En este apéndice introduciremos algunas nociones minimas de Termodi-
namica, para poder facilitar la comprension de algunos conceptos bésicos tratados en este
trabajo.

Informalmente hablando, la idea de sistema termodinamico es la de un conjunto de
materia confinada en un entorno delimitado por paredes con ciertas propiedades. En un
sistema termodindmico existen diferentes variables termodinamicas que pueden, en algu-
na medida, caracterizar el comportamiento del sistema o sus propiedades. Las variables
termodinamicas que, en nuestro caso, nos permitirdn estudiar un sistema termodinamico
son las siguientes variables reales: T' la temperatura, U la energia interna, S la entropia,
V el volumen y P la presion. En términos mateméticos podemos pensar que estos pa-
rdmetros existen en un abierto de R® y un sistema termodinamico podemos identificarlo
con un subconjunto de dicho espacio, el cual recibe el nombre de estados (o estados de
equilibrio) del sistema.

NoTta C.1. Existen otras variables termodindmicas que no seran relevantes en este
trabajo, como el nimero de moles N, que consideraremos constante (N = Ny) y el po-
tencial quimico u, que directamente no utilizaremos. Ademas, la variable volumen V', solo
serd relevante en la seccion 2] del Capitulo

Identificaremos a los llamados estados de equilibrio con los valores de las variables
antes mencionadas, matematicamente hablando, un estado de equilibrio es un punto en
R®. En un sistema termodinadmico, un proceso termodinamico es una curva en el sistema.

Dados un sistema termomecénico y las variables termodindmicas que caracterizan
sus estados de equilibrio, llamaremos ecuaciones de estado a aquellas ecuaciones que in-
volucren dichas variables. Estas ecuaciones de estado caracterizan los subconjuntos que
identifican al sistema. En el caso que se conozcan una cantidad suficiente de ecuaciones
de estados, dicha informacion puede codificarse con la siguiente estructura formal.

En Termodinamica, existe la llamada Primera Ley de la Termodinamica, la cual es-
tablece una relaciéon entre la energia interna del sistema y la energia que se intercambia
con el entorno. Denominamos calor () al intercambio de energia térmica y trabajo W al
intercambio de energia mecéanica.

AU=Q-W, (C.1)
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donde AU representa la variacion de la energia interna del sistema. Esta ley refleja el
principio de conservacion de energia para el caso de sistemas termodinamicos: la variacion
de energfa interna en un sistema termodinamico es igual a la diferencia entre la cantidad
de calor y la cantidad de trabajo intercambiados por el sistema con sus alrededores.

Para los casos que veremos en este trabajo, asumiremos que vale la llamada condicion
de cuasi-estaticidad, motivo por el cual valen las siguientes igualdades

AW = PdV v dQ = TdS.
Luego, la variacion infinitesimal de es
dU = TdS — PdV. (C.2)

Presentamos las llamadas relaciones fundamentales de la termodinamica, las cuales
son equivalentes entre si y nos dicen que: la energia interna U puede escribirse en funcion
de Sy V,y del mismo modo, la entropia S puede escribirse en funciéon de U y V.

U=U(S,V), (C.3)
S=SU,YV). (C.4)
Si derivamos (C.3|) obtenemos la variacion infinitesimal de la energia interna:
oU oU
dU = —d —dV.
U=33% 1 oV
A partir de la cual, se definen formalmente las variables Ty P:
oU
T:=—
oS’
oU
P:=—-——
oV’

recuperando la Ecuacion

Un sistema termodinamico se dice adiabatico si sus paredes no permiten el intercambio
de calor entre el sistema y el exterior, lo cual significa que d@) = 0. En los sistemas
adiabaticos se tiene entonces que dU = PdV, es decir, la variacion de la energia interna
depende de la presion y el volumen. Un sistema adiabatico en el que el nimero de moles
permanece constante (N = Ny), se dice aislado.

EJEMPLO C.2 (Gas ideal). Un ejemplo clasico de sistema termodindmico, es el del
gas ideal mono-atomico, para el cual tenemos las siguientes ecuaciones de estado que lo
caracterizan (seccion 3.4 de [5]).

= Relacion entre la presion P, el volumen V', el nimero de moles Ny, la constante
universal de los gases R y la temperatura 7"
PV = NyRT. (C.5)
= Relacion entre la energia interna U, el nimero de moles Ny, la constante universal
de los gases R y la temperatura 7"
3
U= §N0RT. (C.6)

= Si el sistema es adiabatico tenemos la siguiente relacion entre la presion P y el
volumen V:

PV = ¢, (C.7)

donde £ es una constante positiva.
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A partir de las ecuaciones de estado se puede dar una forma explicita para la relacion
fundamental (Ecuacion (3.34) de [5]). Para el caso donde N es constante se tiene

UN3/2,V

S(U,V) = Sy + NoRlog (—) (—) , (C.8)
Uo Vo

donde R =~ 8,314 J/(mol-K) es la constante universal de los gases. De ella podemos

despejar la relacion fundamental [C.3}

2 ses) (VT
U(S’ V) — U0€3R2N0 (5—S50) (70> ) (C9)
En el caso en que V es constante (V' = V4), tendremos
U(S) = Upe v (550, (C.10)

NoT1A C.3. En un sistema termodinamico, las relaciones fundamentales condensan la
informacion del sistema, que por lo general, es desconocida, salvo excepciones.
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