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RESUMEN

El modelo tedrico desarrollado por Koehler y Mishra acerca del conocimiento del profesor
reconoce tres componentes principales —curricular o disciplinar, pedagdgico y tecnoldgico—
y la articulacién de las relaciones entre ellos.

En el presente trabajo se identifican los componentes del conocimiento que aparecen
involucrados en los estudiantes del Profesorado en Matematica cuando analizan y elaboran
actividades respecto del contenido Funcion Cuadratica.

El enfoque de la investigacion es de tipo cualitativo, con un alcance descriptivo, desde un
disefio de estudio de caso. Los estudiantes participantes del trabajo son del primer afio de la
carrera de Profesor en Matematica en un Instituto de Formacion Docente de la Ciudad de
Buenos Aires, en la asignatura Analisis Matematico |. Para el analisis de sus trabajos, se
delimita un sistema de categorias que contempla los aspectos e indicadores identificados.
Como consecuencia de este analisis, se determinan los procesos de configuraciéon del
conocimiento tecnolégico integrado a lo disciplinar y a lo didactico en los estudiantes del
Profesorado en Matematica al comienzo de su trayecto formativo y se reconocen
posibilidades que brindan las TIC para fortalecer el tratamiento y conversion de distintos

registros de representacion, de las que se apropian los futuros profesores.

PALABRAS CLAVE: Conocimiento tecnoldgico pedagdgico disciplinar — Formacion del

Profesor en Matematica — GeoGebra.



ABSTRACT

The theoretical model developed by Koehler and Mishra about a professor’s knowledge
comprises three main components —curricular or disciplinary, pedagogical, and
technological- and the articulation of the relationships between them.

The present article fulfills the identification of the components of knowledge that become
involved among the students of the Professorship in Mathematics when they analyze and
elaborate activities regarding the Quadratic Function content.

The approach of this research is qualitative with a descriptive scope, shaped in a case-study
design. The students who participated in the research are freshmen currently taking the
subject Mathematical Analysis | of the Professorship in Mathematics of a Teacher Training
College in the city of Buenos Aires. In order to analyze their works, a system of categories
is determined, which contemplates the identified aspects and indicators.

As a consequence of this analysis there is, on the one hand, the determination of the
processes of configuration of the technological knowledge -integrated into the disciplinary
and the pedagogical knowledge- among the students of the Professorship in Mathematics at
the beginning of their educational journey and, on the other hand, the acknowledgement of
the possibilities afforded by the ICT in order to strengthen the management and the

conversion of different extents of representation, which the future professors appropriate.

KEYWORDS: Technological Pedagogical Content Knowledge — Mathematics Teacher

Training — GeoGebra.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Se presenta en este capitulo el problema de estudio y las preguntas que motivan esta
investigacion, las perspectivas del trabajo y su orientacion, la justificacion y validacion que
muestran la pertinencia de esta tesis y su adecuacion al problema planteado, como asi

también la intencidn de la misma a través de sus objetivos.

1.1 Definicién del problema

La investigacion sobre el conocimiento del profesor y su relacién con la ensefianza de la
Matematica ha pasado, en resumen, por lo que podrian denominarse tres fases:

En la primera, llamada por Gomez (2001), de la ensefianza eficiente, se busco identificar
las caracteristicas de los buenos profesores, reconociendo principalmente, las relacionadas
con la personalidad del docente.

Al tratar de validar estos resultados con el rendimiento de los alumnos, comenzo la segunda
fase en la que se busco relacionar las caracteristicas del profesor con el aprendizaje de sus
estudiantes, y se encontro, entre otras cuestiones, que el conocimiento matematico del
profesor, medido por ejemplo por el nimero de cursos de capacitacion y actualizacion que
ha realizado o titulos que ha obtenido, no es un indicador del rendimiento de sus alumnos.
En la tercera fase, del pensamiento del profesor, se parte del supuesto de que lo que el

profesor hace en el aula depende de lo que sabe y piensa. La reflexion se libera entonces de



las ideas anteriores que enfatizaban el conocimiento puramente matematico conjuntamente
con el conocimiento de algunos aspectos generales de pedagogia.

Respecto de esta fase del pensamiento del profesor y del analisis de esos componentes del
conocimiento del profesor podria cuestionarse ;qué tipos de conocimientos necesitan los
profesores?, ¢qué tipos de situaciones deben experimentar para construir €sos
conocimientos?

En particular, el presente trabajo se centra en lo relativo a la formacion inicial del docente,
por lo que podria trasladarse la pregunta anterior a aquellas situaciones que deben
experimentar los estudiantes del Profesorado para construir esos conocimientos.

A partir de investigaciones iniciadas en 2006 por Koehler y Mishra (2008) se reconocen e
identifican en la actualidad tres componentes principales de conocimiento del profesor: el
curricular o disciplinar, el pedagogico y el tecnolégico.

Esta investigacion se circunscribe al andlisis referido al conocimiento tecnoldgico por lo
que, en términos generales, podemos cuestionarnos:

¢ Qué tipos de experiencias pueden incluirse en la formacion inicial del docente para
construir el conocimiento tecnologico?

Por otra parte, el trabajo se especifica al area de Matematica. Respecto de los procesos de
ensefianza y de aprendizaje de esta asignatura, la investigacion se centra en distintos
factores que intervienen en dichos procesos y el modo en que se desarrollan durante la
formacion inicial del profesor en Matematica. Entre ellos, la secuenciacion de contenidos,
su presentacion y el planteo de actividades; la incorporacion de recursos informaticos en las
secuencias didacticas; el analisis que se realiza respecto de la elaboracion de dichas

secuencias y de la posible incorporacion de recursos informaticos.



Considerando ademas la amplitud de contenidos matematicos sobre los que se pueden
trabajar, la investigacién se circunscribe al contenido Funciones, dada la relevancia que el
concepto tiene, no solo desde el punto de vista matematico, sino también en lo referido a su
ensefianza durante toda la Escuela Secundaria.

En particular, en esta tesis se lleva a cabo una experiencia con estudiantes del primer afio de
la carrera del Profesorado en Matematica de un Instituto de Formacion Docente de la
Ciudad de Buenos Aires.

Interesa entonces especificamente analizar:

¢Qué componentes del conocimiento aparecen involucrados en los estudiantes del
Profesorado en Matematica al analizar y elaborar actividades respecto del contenido
Funcién Cuadratica?

¢Cémo se manifiesta el conocimiento tecnoldgico en esas tareas?

1.2 Justificacion

La actividad profesional de los profesores tiene lugar en un contexto caracterizado por un
elevado grado de complejidad y por un gran dinamismo. Los procesos actuales de
integracion de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) en las aulas
hacen aun mas complejo este campo, al introducirse nuevos ambitos de conocimientos que
el profesor debe dominar para desarrollar sus practicas educativas con tecnologias
(Valverde, Garrido y Fernandez, 2010).

Los usos creativos de las TIC exigen que podamos, de modo innovador, definir nuevos

propdsitos para las herramientas existentes y orientarlas hacia una finalidad educativa.



Entre las dificultades que se encuentran para esa incorporacion de las TIC en las aulas,
resulta ain muy frecuente encontrar a profesores que no poseen la formacién adecuada para
llevar a cabo esta integracién en su actividad diaria. Por otra parte, la diversidad de
contextos de ensefianza y de aprendizaje muestra que no existe una Unica via para lograr el
proceso de integracién de dichas tecnologias en las clases. Ademas, la adopcion de las TIC
en las aulas depende de que los usos educativos de las mismas sean compatibles con las
concepciones pedagogicas del docente.
Diversas investigaciones realizadas desde diferentes enfoques y refiriéndose a las
concepciones, creencias, constructos y teorias de los docentes coinciden en sefialar
como estos subyacen en sus acciones pedagogicas y como gran parte de los cambios
educativos son posibles si los agentes que participan en ellos estan dispuestos a
modificar sus creencias y sus practicas (Téliz, 2015, p. 15).
En la actualidad, lo relevante no es si los profesores deben integrar las tecnologias en sus
practicas docentes ya existentes, sino como utilizarlas para transformar su ensefianza con
tecnologias y crear nuevas oportunidades para el aprendizaje.
En el ambito de la ensefianza y del aprendizaje con tecnologias resulta necesario seguir
profundizando acerca de una estructura tedrica y conceptual que pueda dar forma y guiar la
investigacion en relacion con la tecnologia educativa.
Entre los conocimientos que los profesores y los estudiantes del Profesorado tienen que
manejar para integrar las TIC en sus practicas o en sus futuras précticas, estan las
observaciones y el analisis de los diferentes contextos de aplicacion en los que se ensefia. El
presente trabajo plantea una experiencia que los alumnos del Profesorado en Matemaética

realizan respecto de dicho andlisis, el cual serd el fundamento para examinar y elaborar



propuestas de ensefianza referidas al contenido Funcidon Cuadratica que incluya la
computadora como recurso didactico.

Se analiza en esta investigacién el pensamiento del estudiante del Profesorado en
Matematica acerca de la integracion de las tecnologias en sus futuras practicas docentes en

un contenido como el de Funcion Cuadratica.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Identificar componentes de los conocimientos tecnoldgico, pedagdgico y disciplinar que se
activan en estudiantes del Profesorado en Matematica al interactuar con actividades que

emplean recursos informaticos.
1.3.2 Objetivos Especificos

Referido, en particular, al analisis y elaboracion de actividades que involucran el contenido

Funcion Cuadratica por parte de estudiantes del Profesorado, interesa:

- Caracterizar modos de emergencia del conocimiento disciplinar asi como del didactico
del contenido en dichos estudiantes.

- Reconocer posibilidades que brindan las TIC para fortalecer el tratamiento y
conversion de registros de representacion de las que se apropian los futuros profesores.

- Determinar procesos de configuracion del conocimiento tecnoldgico integrado a lo
disciplinar y a lo didactico por los que van transitando los estudiantes del Profesorado

al inicio de su trayecto formativo.



1.4 Estructura de la presentacion de esta investigacion

Ademas de este primer capitulo referido a la introduccién y a los subcontenidos ya
planteados, esta tesis consta de otros cuatro capitulos.

En el Capitulo 2, se incluyen los conceptos y constructos tedricos que constituyen el marco
de este trabajo como asi también el estado del arte y los antecedentes en el tema relativos al
problema de investigacion.

En el tercer capitulo se presentan las bases metodoldgicas de esta tesis, cuyo desarrollo se
ha dividido en cuatro etapas, detallando alli los periodos y el marco de trabajo en los que se
ha desarrollado cada una de ellas, las caracteristicas de los participantes del estudio, las
técnicas y el instrumento de analisis disefiado.

En el Capitulo 4 se presentan los resultados de la investigacion, correspondientes a cada
una de las etapas definidas, describiéndolos y analizandolos de acuerdo con las tablas y
categorias incluidas en el instrumento detallado en el capitulo anterior.

Y en el quinto capitulo se presentan dos anélisis comparativos, uno acerca de las propuestas
de ensefianza disefiadas por los estudiantes del Profesorado y otro acerca de los registros de
representacion involucrados en las actividades incluidas en ellas, junto a una sintesis
interpretativa de dichos andlisis. Se indican ademés las conclusiones que surgen como
interpretacion de los resultados, dando respuesta a los interrogantes planteados en el
presente trabajo. Se comparten también algunas posibles futuras lineas de investigacion que
permitan contribuir con la formacion de profesores en Matematica.

Finalmente, se listan las referencias bibliograficas citadas en esta tesis junto a la

bibliografia consultada y se incluyen ademas tres anexos. El primero de ellos contiene las



siete secuencias didacticas del sitio educ.ar referidas al contenido Funcion Cuadratica. En el
segundo, se incluyen los andlisis realizados por los estudiantes del Profesorado en
Matemaética participantes del estudio acerca de una de las secuencias seleccionada del
mencionado portal educativo. Y en el tercer anexo se presentan las propuestas de ensefianza
disefiadas por los estudiantes acerca del contenido en estudio utilizando GeoGebra como

recurso tecnolégico.






CAPITULO 2

MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES EN EL TEMA

Se presentan en este capitulo los constructos tedricos referidos al conocimiento del profesor
y su relacion con los procesos de ensefianza y de aprendizaje, constituyendo de este modo
el marco tedrico del presente trabajo de investigacion. Como se ha mencionado, resulta de
importancia conocer los componentes de dicho conocimiento y, en particular, lo relativo al
conocimiento tecnoldgico. Se conceptualizan también los registros semidticos de
representacion.

Finalmente, se presentan los antecedentes sobre el tema con base en las publicaciones en

espafiol de acceso abierto de las ultimas décadas.

2.1 Conocimiento didactico del contenido

Los estudios realizados por Shulman (1986, 1987, 1997, 2005) y su equipo evidenciaron
con claridad la poderosa influencia que tiene la manera en que los docentes entienden la
disciplina sobre la forma en que ellos la ensefian. La mayoria de la gente estaria de acuerdo
en que un entendimiento del contenido disciplinar especifico matematico es importante
para la ensefianza de la Matematica aunque, sin embargo, lo que constituye el
entendimiento del contenido resulta impreciso en sus alcances.

El autor expresa que es realmente importante que el profesor conozca bien tanto el
contenido de la disciplina a ensefiar como la didactica general, pero si ambos se encuentran

aislados entre si, no se esta formando a un docente. Publica las primeras ideas que resultan



de los estudios sobre la interaccion entre el contenido tematico de la disciplina y la
didactica, y propone un tipo especial de conocimiento del profesor que denomina
conocimiento didactico del contenido, sugiriendo que existe un conocimiento del contenido
especial para la ensefianza de una disciplina, que actia como puente entre el conocimiento
del contenido y la practica de su ensefianza.

Teniendo en cuenta este tipo de conocimiento, Shulman (1986) propone tres componentes:
el conocimiento de la disciplina, el conocimiento del curriculum y el conocimiento
didactico del contenido.

Para pensar de manera apropiada acerca del conocimiento de la disciplina, se requiere ir
mas alla del conocimiento de los hechos o conceptos de un campo; se requiere entender las
estructuras del tema. Dichas estructuras incluyen las sustantivas, que hacen referencia a la
variedad de formas en las cuales los conceptos y principios basicos de la disciplina se
organizan para incorporar sus hechos, y las sintacticas, que son el conjunto de formas en las
cuales se establecen la verdad o falsedad, la validez o invalidez de alguna afirmacién sobre
un fenémeno dado.

El conocimiento del curriculum involucra la conciencia de: la manera en que los tépicos se
organizan, tanto en un afio escolar como a lo largo de la escolaridad; las formas de usar
recursos curriculares, tales como los libros de texto o las guias didacticas; la organizacion
de un programa o plan de estudios para los alumnos; las indicaciones de programas en
circunstancias particulares.

El conocimiento didactico del contenido permite al docente transformar el conocimiento
del contenido que posee, en formas que son pedagdgicamente poderosas y que se pueden

adaptar a las variaciones en habilidad y contexto de los alumnos. Representa la
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combinacién de contenido y didéctica en un entendimiento de la manera en que topicos
particulares, problemas o asuntos se organizan, representan y adaptan a los diversos
intereses y habilidades de los alumnos, y se presentan para la ensefianza. La disciplina se
transforma para la ensefianza, y esto ocurre cuando el docente interpreta la disciplina,
encontrando diferentes formas para representarla, haciéndola accesible a los alumnos.
Incluye conocer cémo pueden ser organizados los elementos del contenido para una
ensefianza mejor. Le incumbe la representacion y formulacion de conceptos, las estrategias
didacticas, qué aspectos hacen a los conceptos dificiles o faciles de aprender, las ideas
previas de los alumnos, y las teorias epistemoldgicas.

En un trabajo posterior, Shulman (1987) amplia a siete los componentes del conocimiento
que hace posible la ensefianza. A los tres anteriores, le incorpora: el conocimiento didactico
general, el conocimiento de los alumnos y sus caracteristicas, el conocimiento de los
contextos educativos, y el conocimiento de los fines, propdsitos y valores de la educacion.
Shulman (1986, 1987) realiza un aporte innovador acerca del pensamiento sobre el
conocimiento del profesor, al introducir la idea de conocimiento didactico del contenido.
Supone que a través del proceso de planificacion y ensefianza del contenido especifico, los
docentes desarrollarian formas mas potentes de conocimiento de la disciplina.

El conocimiento didéctico del contenido es la manera en que los docentes ensefian la
disciplina mediante el acceso a lo que ellos conocen de la misma, acerca de los alumnos a
los que les estan ensefiando, el curriculum con el que estan trabajando y lo que creen que
cuenta como buena ensefianza en sus contextos. Ademas del entendimiento de hechos y
conceptos relevantes en un area de conocimiento, los docentes necesitan entender como

ensefiar un contenido particular.
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Gomez (2001) reconoce al conocimiento didactico del contenido como una habilidad del
profesor de ser capaz de comprender la disciplina para él mismo y también volverse capaz
de elucidar la disciplina en nuevas formas, reorganizarla, pensarla en actividades,
metaforas, ejercicios, ejemplos y demostraciones, de manera tal que pueda ser comprendida

por sus alumnos.

2.2 Conocimiento matematico para la ensefianza

Basandose en los trabajos y en las hipétesis acerca del denominado conocimiento didactico
del contenido, especialistas de la Universidad de Michigan desarrollaron una teoria acerca
de la Matematica que los docentes ponen en juego al ensefiar: el conocimiento matematico
para la ensefianza (mathematical knowledge for teaching o MKT de acuerdo con sus siglas
en inglés) que involucra aspectos tanto del conocimiento de la disciplina como del
conocimiento didactico del contenido.

Definen el conocimiento matematico para ensefiar como el conocimiento matematico que
utiliza el profesor en el aula, para producir instruccion y crecimiento en el alumno (Hill,
Ball y Schilling, 2008). Es el conocimiento matemético requerido para llevar a cabo el
trabajo de ensefianza de la Matematica; una clase de conocimiento profesional de la
Matematica diferente del requerido por otras ocupaciones que hacen uso de la Matematica,
tales como Ingenieria, Fisica, Ciencias Econdmicas, Arquitectura, Bellas Artes, etc.
Mientras parece obvio que los docentes tienen que conocer los conceptos y procedimientos
que ensefian, las experiencias y observaciones de los autores han resaltado dimensiones

adicionales del conocimiento que, segun ellos, resultan dtiles. Han focalizado su esfuerzo
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en la naturaleza de este conocimiento adicional, procurando dilucidar qué necesitan conocer
los docentes sobre Matematica para lograr trabajar de la mejor manera posible con sus
alumnos en clase.

Hay tareas predecibles y recurrentes que los docentes enfrentan, que estan profundamente
entramadas con la Matematica y el razonamiento matematico, como por ejemplo analizar
doénde se ha equivocado un alumno, mostrar por qué un determinado algoritmo no es
valido, usar representaciones matematicas, etc. Cada una de estas tareas de ensefianza
involucra tanto el razonamiento matematico como el pensamiento didactico.

Los estudios del mencionado equipo de investigacidn los han llevado a hipotetizar algunas
mejoras para el concepto del conocimiento didactico del contenido y el concepto mas
amplio del conocimiento del contenido para la ensefianza.

Se focalizan sobre la tarea de la ensefianza para enmarcar su conceptualizacion sobre
conocimiento y habilidades matematicas requeridas por los docentes.

Identifican y definen dominios dentro de dos grandes grupos de conocimientos puestos en
juego: conocimiento de la disciplina y conocimiento didactico del contenido (Fig. 2.1).

El conocimiento de la disciplina incluye: el conocimiento comin del contenido, el
conocimiento en el horizonte matematico y el conocimiento especializado del contenido.

El conocimiento didactico del contenido incluye: el conocimiento del contenido y de los
alumnos, el conocimiento del contenido y de la ensefianza, y el conocimiento del contenido

y del curriculum.
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Conocimiento comun del

contenido
Conocimiento de la Conocimiento en el
disciplina horizonte matematico
Dominios del Conocimiento especializado
conocimiento del contenido

matematico para
ensenfar Conocimiento del contenido
y de los alumnos

Conocimiento didactico Conocimiento del contenido
del contenido y de la ensefanza

Conocimiento del contenido
y del curriculum

Figura 2.1. Dominios del Conocimiento Matematico para la Ensefianza. Fuente: elaboracién propia.

2.2.1 Conocimiento comun del contenido

Conocimiento y habilidad matematicos que se usan en diversos &mbitos, no solo de
ensefianza, que recurren a la Mateméatica para operar, formalizar ideas, derivar
razonamientos, etc.

Los docentes necesitan conocer los conceptos y teorias matematicas que ensefian, deben
reconocer, por ejemplo, las respuestas equivocadas de sus estudiantes o una definicién
inexacta en un libro de texto. Cuando los docentes escriben en el pizarrdn, necesitan usar
términos y notacion correctamente. Deben ser capaces de resolver ellos mismos las tareas
matematicas que asignan a sus alumnos. En la proyeccion del conocimiento matematico
que necesitan los docentes, se sostiene que un entendimiento de la Matematica en el

curriculum escolar juega un rol decisivo en la planificacion de la ensefianza.

14



Hill y Ball (2004) caracterizan este conocimiento como el conocimiento del contenido que
se usa en el trabajo de ensefianza mediante formas en comdn con el modo en que se utiliza
en la mayoria de otras profesiones u ocupaciones que usan la Matematica, o lo asocian al
conocimiento y habilidad matematicos que posee cualquier adulto escolarizado.

Incluye el conocimiento de la materia y sus estructuras organizativas. La trascendencia de
este dominio radica en que los docentes deben conocer la asignatura que ellos ensefian.
Conocer una disciplina para su ensefianza requiere mas que conocer hechos y conceptos; es
ser capaz de usar la Matematica requerida dentro del trabajo de ensefianza. Los docentes
deben entender los principios organizativos, las estructuras y las reglas, para establecer lo

que es legitimo hacer y decir en un campo.

2.2.2 Conocimiento en el horizonte matematico

Ball y Bass (2009) lo definen como la conciencia sobre la manera en que los contenidos
matematicos se relacionan a través del curriculum. Consideran que el profesor debe tener
un conocimiento mas avanzado del contenido especifico, que lo lleve a plantearse algunas
cuestiones, como por ejemplo, ;estd siendo mateméaticamente distorsionado un contenido
en el tratamiento escolar?, ¢hay alguna desviacion en las ideas matematicas tratadas?,
¢puede tener consecuencias matematicas conflictivas algo que se ha dicho de manera
explicita o implicita?, ¢es interesante desde el punto de vista matematico esto que surgié en
la clase?, ¢es determinada ocurrencia una perspicacia matematica importante?

Entre las acciones que comprende este dominio, los autores mencionan: tener criterio sobre

la trascendencia matemadtica de los contenidos en tratamiento, mas alla de cierto afio
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escolar; escuchar verdaderamente lo que los alumnos estan diciendo, para detectar el
alcance matematico de sus afirmaciones; resaltar y subrayar aspectos matematicos que se
consideren claves; anticipar y hacer conexiones matematicamente consistentes; reconocer
oportunidades matematicas cuando surgen en la clase y no se tenian previstas; captar
eventuales confusiones matematicas que estén subyacentes y que puedan provocar
distorsiones matematicas posteriores.

Estas acciones de ensefianza dependen del conocimiento matematico, pero en relacion con
la manera en que ese conocimiento se genera y se estructura disciplinariamente, a fin de

establecer consideraciones para la organizacion de la ensefianza.

2.2.3 Conocimiento especializado del contenido

Este dominio comprende los conocimientos y habilidades matematicos exclusivos para la
ensefianza. Se trata de un conocimiento matematico no tipicamente requerido para
propositos distintos a los de la ensefianza (Ball, 2010).

Al buscar, por ejemplo, patrones en errores de alumnos, o al examinar si una propuesta no
estandar funcionaria en general, los docentes tienen que hacer un tipo de trabajo
matematico que no es requerido ni deseable en otros &mbitos. Este trabajo involucra un tipo
de desmenuzamiento de la Matematica que no es requerido en &mbitos distintos al de la
ensefianza.

La mayoria de las tareas cotidianas en la ensefianza son propias de este trabajo particular,
como por ejemplo: presentar las ideas matematicas; responder preguntas a los alumnos del

tipo por qué; encontrar un ejemplo para construir un aspecto matematico especifico;
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reconocer qué esta involucrado al usar una representacion matematica particular; conectar
las representaciones a ideas matematicas subyacentes y a otras representaciones; explicar
los objetivos y propuestas matematicas; apreciar y adaptar el contenido matematico de los
libros de texto; modificar tareas matematicas para que sean mas faciles o mas dificiles, y
para que se adapten a sus cursos y alumnos; evaluar la plausibilidad de los pedidos de
alumnos; dar o evaluar explicaciones matematicas; elegir y desarrollar definiciones Utiles;
usar notacién y lenguaje matematicos, y ser critico ante su uso; formular preguntas
matematicamente productivas; seleccionar representaciones para propuestas particulares;
evaluar equivalencias, etc.

Consideradas en conjunto, estas tareas de ensefianza de la Matematica demandan un
entendimiento y razonamiento exclusivo. La ensefianza requiere un conocimiento mas alla
del que se le esta ensefiando a los alumnos. La ensefianza involucra el uso de conocimiento
matematico de manera amplia, no comprimida, que podria ensefiarse directamente a los
alumnos mientras desarrollan su razonamiento. Sin embargo, el objetivo con los alumnos es
desarrollar fluidez con el conocimiento matematico conciso. En una etapa final, los
alumnos deberian ser capaces de usar ideas y procedimientos matematicos sofisticados. Los
docentes, sin embargo, tienen que sostener un conocimiento matematico descomprimido,
porque la ensefianza involucra la construccién de caracteristicas particulares del contenido,
visibles para y aprehensibles por los alumnos.

Los docentes deben ser capaces de explicar como se usa el lenguaje matematico; cémo
elegir, construir y utilizar con efectividad representaciones matematicas; y como explicar y
justificar sus ideas matematicas. Es mas que una comprension consistente de los contenidos

matematicos involucrados. Las demandas de las tareas cotidianas de la ensefianza crean la
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necesidad de destrezas y dominio de un cuerpo de conocimientos especializados para la
ensefianza.

Mientras el conocimiento comin del contenido se refiere al conocimiento puesto en juego
para resolver problemas matematicos, para lo cual un matematico o incluso un sujeto adulto
con suficiente conocimiento esta capacitado, el conocimiento especializado del contenido
atiende, por ejemplo, a realizar un ordenamiento de las secuencias con que podrian
desarrollarse los diferentes aspectos de un contenido especifico. Para esta ultima accion es
posible que un sujeto adulto, o inclusive un matematico, no tenga necesariamente la

habilidad ni la posibilidad de llevarla a cabo.

2.2.4 Conocimiento del contenido y de los alumnos

Combina el conocimiento sobre aspectos inherentes a los alumnos como aprendices de la
Matematica. Es el conocimiento del contenido que se entrelaza con el conocimiento de
cémo los alumnos piensan, saben, o aprenden un contenido particular (Hill et al., 2008).
Incluye el conocimiento de los errores y dificultades comunes, las concepciones errdneas,
las estrategias utilizadas, el ser capaz de valorar la comprension del alumno y saber como
evoluciona su razonamiento matematico. Este dominio involucra una idea o propuesta
matematica particular y el conocimiento sobre lo que los alumnos suelen pensar o hacer.
Integra el conocimiento acerca de la cognicién de los alumnos y los procesos matematicos
que devienen en ellos.

Este tipo de conocimiento permite al docente anticipar qué pueden probablemente pensar o

encontrar confuso sus alumnos sobre determinada explicacion. Al elegir un ejemplo, los
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docentes necesitan predecir qué les interesard o motivard a sus alumnos. Al asignar una
tarea, los docentes necesitan anticipar qué haran y qué encontraran fécil o dificil sus
alumnos. Los docentes deben ademas ser capaces de escuchar e interpretar los
pensamientos emergentes e incompletos de sus alumnos, expresados en las formas en que
ellos mismos usan el lenguaje. Cada una de estas tareas requiere una interaccion entre el
entendimiento matematico especifico, la familiaridad con los alumnos, y sus pensamientos

matematicos.

2.2.5 Conocimiento del contenido y de la ensefianza

Ball, Thames y Phelps (2008) reconocen que este dominio de conocimiento es una
combinacién entre un concepto o procedimiento matematico y los principios didacticos
para la ensefianza de tal contenido en particular. Comprende las formas de abordar el
desarrollo de la disciplina matematica para hacer accesible su contenido a otros, las
orientaciones para organizar la gestion de la clase, decidir los recursos didacticos, organizar
los instrumentos adecuados para evaluar contenidos especificos, etc.

La mayoria de las tareas de docencia en Matemaética requiere un conocimiento matematico
para el disefio de la ensefianza. Los profesores, por ejemplo, secuencian contenidos
particulares para ensefiar; eligen los ejemplos para comenzar y para profundizar un
contenido; evaltan las ventajas y las desventajas didacticas de las representaciones que se
usan para ensefiar una idea especifica; identifican qué métodos y procedimientos diferentes
se permiten desde la ensefianza; distinguen entre contenidos conceptuales, procedimentales

y actitudinales que han de ser contenido de ensefianza; toman decisiones sobre cuales
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contribuciones aportadas por los alumnos conviene trabajar para proseguir la ensefianza de
acuerdo a lo planificado y proyectado para la clase o un conjunto de clases, cuales ignorar
por el momento, y cuéles dejar para mas adelante. Durante una discusion de clase, un
docente debe decidir cuando hacer una pausa para aclarar algo, cudndo usar un comentario
de un alumno para construir algo en conjunto, cuando formular una nueva pregunta o
proponer una nueva actividad para el aprendizaje adicional de los alumnos, etc. Cada una
de estas decisiones requiere la coordinacion entre la Matematica y las opciones y
propuestas didacticas en juego.

Los autores consideran que este dominio de conocimiento involucra conocer acerca de la
Matematica y de la ensefianza, como por ejemplo, conocer las ventajas didacticas de
diferentes representaciones de cierta cuestion; saber construir a partir de los razonamientos
y estrategias de los alumnos, procesos para tratar y corregir sus errores 0 concepciones
erroneas.

Cada una de las tareas que involucra este dominio de conocimiento requiere una interaccion
entre el entendimiento matematico especifico y un entendimiento de los aspectos didacticos

que afectan el aprendizaje del alumno.

2.2.6 Conocimiento del contenido y del curriculum

Involucra un entendimiento de los programas curriculares e instruccionales disponibles para
la ensefianza de una disciplina en varios niveles educativos. Comprende el rango completo
de programas disefiados para la ensefianza de asignaturas y contenidos particulares en un

nivel educativo determinado, la variedad de materiales disponibles en relacion con tales
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programas y el conjunto de caracteristicas que sirven tanto como indicacion o
contraindicacion para el uso de materiales curriculares particulares en circunstancias
especificas (Hill et al., 2008).

Se sefialan dos dimensiones de este conocimiento que son importantes para la ensefianza: el
conocimiento lateral del curriculum, que relaciona el conocimiento del curriculum que se
estd ensefiando con el curriculum que los alumnos estan aprendiendo en otras clases de
otras asignaturas, y el conocimiento vertical del curriculum, que incluye la familiaridad con
los contenidos que se ensefian en la misma asignatura en los distintos afios de la escolaridad

tanto previos como posteriores.

El disefio de la actividad docente exige hacer un recorrido transformador, que comienza en
la materia tal y como es comprendida por el profesor y acaba en la mente y motivacion de
los estudiantes. El proceso de transformacion conlleva la realizacion de los siguientes
pasos: preparacion, que supone la interpretacion y analisis critico de textos, estructuracion y
segmentacion, creacion de un repertorio curricular y clarificacion de los objetivos;
representacion, mediante el uso de una variedad de formas de expresion de conceptos y
procedimientos que incluye analogias, metaforas, ejemplos, demostraciones, explicaciones;
seleccion, lo cual implica escoger dentro de un conjunto de conceptos didacticos que
incluye métodos de ensefianza, organizacion y gestion de la actividad docente; adaptacion y
ajuste a las caracteristicas de los alumnos, considerando para ello los conceptos, ideas
previas, conceptos erroneos y dificultades de aprendizaje, idioma, cultura y motivaciones,

clase social, género, edad, capacidad, aptitud e intereses.
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La ensefianza involucra, entre otras cosas, la organizacion y gestion del aula, la
presentacion del contenido curricular, el establecimiento de interacciones docente-alumnos-
medios, y la puesta en practica de metodologias y estrategias didacticas para el aprendizaje.
En la actualidad, con el continuo incremento de las computadoras en el aula y las
numerosas aplicaciones de las TIC, este modelo necesita ser ampliado, para tomar en
consideracién las necesidades para estudiar y comprender el pensamiento del profesor

sobre el uso educativo de las TIC.

2.3 Conocimiento tecnoldgico pedagodgico disciplinar

Koehler y Mishra (2006, 2008) amplian el concepto de conocimiento didactico del
contenido, desarrollando un enfoque tedrico que considere el dominio de la tecnologia
educativa. La base de este modelo tedrico es la comprension de que la ensefianza es una
actividad altamente compleja, que precisa de muchos tipos de conocimiento, que tiene lugar
en un contexto dindmico. Se proponen que este marco teérico-conceptual sirva no solo para
unificar las propuestas de integracion de tecnologias en la educacion sino también para
transformar la formacion docente y su préctica profesional. Los investigadores
mencionados formularon este enfoque en el afio 2006 y han continuado investigando y
publicando sobre este modelo tedrico de integracién de las TIC en las practicas educativas.

Reconocen tres componentes principales de conocimiento: contenido curricular o
conocimiento disciplinar; pedagogia o conocimiento pedagdgico; y tecnologia o

conocimiento tecnologico.
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El aporte de este enfoque consiste en la articulacion de las relaciones entre el contenido
curricular, la tecnologia y la pedagogia. En términos practicos, esto significa que ademas de
considerar cada uno de esos componentes de manera aislada, los considera por pares y los
tres en conjunto (Fig. 2.2).

Estas interacciones entre estos dominios del conocimiento estan representadas como: el
conocimiento de la pedagogia y el contenido curricular, denominado conocimiento
pedagogico disciplinar; el conocimiento de la tecnologia y el contenido curricular,
denominado conocimiento tecnoldgico disciplinar; el conocimiento de la pedagogia y la
tecnologia, denominado conocimiento tecnoldgico pedagdgico; y el conocimiento de la
pedagogia, el contenido curricular y la tecnologia, denominado conocimiento tecnologico
pedagogico disciplinar (technological pedagogical content knowledge o TPCK, por sus

siglas en inglés).

Conocimiento
pedagdgico
p

Conocimiento
disciplinar
D

Conocimiento
tecnologico
T

Figura 2.2.Conocimiento Tecnologico Pedagdgico Disciplinar.
Fuente: elaboracién propia, basado en Koehler y Mishra (2006, 2008).
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2.3.1 Conocimiento disciplinar

El conocimiento del contenido curricular o conocimiento disciplinar esta asociado a la
asignatura o disciplina que se ensefia y se aprende. Incluye los conocimientos de conceptos,
hechos, teorias, ideas, procedimientos, estructuras organizativas, evidencias y pruebas, las
practicas establecidas y enfoques sobre el desarrollo de dicho conocimiento, las redes
conceptuales que permiten explicar, organizar y conectar los conceptos y las reglas para
probar y verificar el conocimiento de la disciplina (Koehler, Mishra y Cain, 2015).

Es importante para los profesores comprender los fundamentos profundos de la disciplina
que ensefian. De acuerdo con Cejas, Navio y Barroso (2016) desde un punto de vista
tradicional, el contenido y su dominio por parte del docente ha sido fundamental en los
procesos de ensefianza y de aprendizaje debido, en parte, a un enfoque excesivamente
centrado en la transmision del conocimiento. En el actual contexto empieza a cuestionarse
este enfoque y es el estudiante el que debe construir su propio conocimiento de forma

autonoma y acceder a €l a través de la orientacion del profesor.

2.3.2 Conocimiento pedagdgico

El conocimiento de la pedagogia o conocimiento pedagdgico comprende los procesos y
practicas 0 métodos de ensefianza y de aprendizaje, e incluye, entre otros aspectos, a los
objetivos generales, valores y metas de la ensefianza (Koehler y Mishra, 2008). Requiere
una comprension de teorias sobre el desarrollo humano, teorias cognitivas y sociales y

coémo aplicarlas a los alumnos en el aula.
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Es una forma genérica de conocimiento que se aplica al aprendizaje del alumno, la gestion
u organizacion escolar, la planificacion docente y el desarrollo curricular o la evaluacion de
los aprendizajes.

Incluye estrategias didacticas o métodos de ensefianza, aplicados en el aula, la naturaleza de
los destinatarios de la accion formativa o las técnicas para evaluar la comprension del
alumno.

Un profesor con un profundo conocimiento pedagdgico comprende como el estudiante
construye conceptos y adquiere competencias 0 como desarrolla estrategias cognitivas y

una adecuada motivacién hacia el aprendizaje.

2.3.3 Conocimiento tecnoldgico

El conocimiento de la tecnologia o conocimiento tecnoldgico esta en un estado de cambio
continuo. Se refiere al conocimiento de tecnologias tradicionales (libros, tiza, pizarron, etc.)
y de tecnologias mas recientes (Internet y sus aplicaciones, dispositivos digitales, etc.).

Este conocimiento incluye las habilidades que permiten al docente operar con esas
tecnologias (cémo usar una computadora y sus periféricos, utilizar herramientas
informaticas, gestionar archivos, navegar en Internet, emplear el correo electronico, etc.).
Dado que las tecnologias se modifican continuamente, el conocimiento tecnoldgico debe
acompafar este cambio. Por esto, requiere las competencias necesarias para estar
continuamente aprendiendo y adaptandose a los cambios tecnoldgicos que se producen en

el tiempo.
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Koehler y Mishra (2008) creen que existen ciertas formas de pensamiento sobre y de
trabajo con la tecnologia, que puede aplicarse a todas las herramientas tecnolégicas. En este
sentido, la definicién del conocimiento de la tecnologia se aproxima a la de fluidez de la
tecnologia de la informacién, propuesta por el Comité para la Alfabetizacion en
Tecnologias de la Informacion del National Research Council en 1999. Va mas alla de la
tradicional nocién de alfabetizacion computacional, porque requiere que las personas
comprendan las TIC de forma suficientemente amplia y global como para ser capaces de
aplicarlas, de modo productivo, al trabajo y a su vida cotidiana; saber reconocer cuando las
TIC pueden ayudar o impedir el logro de una meta, y saber adaptarse continuamente a los
cambios de estas tecnologias.

La fluidez de la tecnologia de la informacion requiere una comprension mas profunda y un
mayor dominio de las tecnologias para procesar la informacion, la comunicacion y la
solucion de problemas que las que se derivan de la definicidn tradicional de alfabetizacién
informacional.

La adquisicion de conocimiento tecnoldgico permite a los profesores llevar a cabo una
variedad de tareas diversas usando las TIC y desarrollando diferentes formas de llevar a
cabo una tarea dada. Esta conceptualizacion no establece un estado final sino mas bien un

estado en desarrollo continuo.

2.3.4 Conocimiento pedagdgico disciplinar

El conocimiento de la pedagogia y del contenido curricular o conocimiento pedagdgico

disciplinar es coherente con la idea de Shulman desarrollada en los apartados anteriores, y
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aplicable a la ensefianza de un contenido especifico. Se refiere asi al conocimiento que
permite comprender cdmo se debe organizar y adaptar un contenido para ser ensefiado.

Se ocupa de aspectos que son claves en una practica educativa: conciencia de los errores
conceptuales mas comunes y formas de descubrirlos; la importancia de desarrollar enlaces
y conexiones entre diferentes ideas del contenido curricular; el conocimiento previo del
alumno; estrategias alternativas de ensefianza; flexibilidad para explorar diversas formas de
comprender una misma idea o problema; etc.

La nocion central de este conocimiento es la transformacion de la materia para la
ensefianza. Esta transformacion tiene lugar cuando el profesor interpreta la disciplina,
encuentra multiples formas para representarla, y adapta los materiales didacticos a
concepciones alternativas y al conocimiento previo del alumno.

De acuerdo con Magadan (2012), a diferencia del saber de un experto centrado
fundamentalmente en un campo de saber, esta interseccion hace hincapié en la articulacion
entre los conceptos propios de la disciplina y las técnicas pedagdgicas. También incluye el
conocimiento acerca de los saberes que los alumnos traen consigo, sus estrategias, ideas

previas, errores conceptuales y metodoldgicos mas frecuentes, etc.

2.3.5 Conocimiento tecnoldgico disciplinar

El conocimiento de la tecnologia y del contenido curricular o conocimiento tecnolégico
disciplinar es una comprension de la forma en la que la tecnologia y el contenido curricular
se influyen, limitdndose o potenciandose, el uno al otro (Cabero, 2014). Comprender el

impacto de la tecnologia sobre las practicas y el conocimiento de una determinada
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disciplina es basico si se quiere desarrollar apropiadas herramientas tecnoldgicas con fines
educativos.

La eleccion de las tecnologias posibilita y limita los tipos de conceptos que pueden ser
ensefiados. De la misma forma, determinadas decisiones sobre el contenido pueden limitar
los tipos de tecnologias que pueden ser utilizados.

La tecnologia limita los tipos de posibles representaciones, pero también posibilita la
construccion de nuevas y variadas representaciones. Las nuevas herramientas tecnoldgicas
pueden ademas proporcionar un mayor grado de flexibilidad al moverse a través de estas
representaciones.

Los profesores necesitan dominar algo mas que la asignatura que ellos ensefian; deben
poseer también una profunda comprension de la forma en que su disciplina puede ser
cambiada al aplicar las tecnologias. El profesor necesita comprender qué tecnologias
especificas son las mejores situadas para ser utilizadas en su contenido de aprendizaje y
cémo el contenido curricular dicta o cambia la tecnologia, y viceversa (Koehler y Mishra,
2006).

Este conocimiento implica saber elegir qué tecnologias son las mejores para ensefiar un
tema disciplinar determinado y cémo utilizarlas de forma efectiva para abordarlo. Los
docentes tienen que conocer de qué modo el contenido disciplinar es transformado por la
aplicacion de una tecnologia y cdmo el contenido a veces determina o cambia la tecnologia
que se utilizara. La seleccion de las tecnologias habilita o limita el tipo de temas que se
pueden ensefiar, asi como la seleccion de un tema a veces limita la tecnologia que se puede

usar.
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2.3.6 Conocimiento tecnoldgico pedagdgico

El conocimiento de la tecnologia y la pedagogia o conocimiento tecnolégico pedagogico es
el conocimiento de las tecnologias disponibles, de sus componentes y su potencial, para ser
utilizadas en contextos de ensefianza y de aprendizaje (Koehler y Mishra, 2008). Es
también una comprension acerca de como cambian la ensefianza y el aprendizaje cuando se
utilizan determinadas tecnologias. Incluye el conocimiento de las posibilidades y
limitaciones pedagogicas del conjunto de herramientas tecnologicas a utilizar en los
contextos de aprendizaje de disciplinas especificas.

Esta interseccion entre tecnologia y pedagogia implica un conocimiento acerca de la
existencia de herramientas para realizar determinadas tareas y la habilidad para elegirlas en
funcién de sus posibilidades de adaptacion a contextos educativos. Una misién importante
de este componente del conocimiento del profesor es el desarrollo de la flexibilidad
creativa con las herramientas disponibles para reformular sus propdsitos técnicos a
finalidades educativas especificas. En el terreno del software, la mayoria de los programas
son disefiados para contextos no educativos. Los profesores necesitan desarrollar
habilidades que superen la propia tecnologia y la reconfiguren de manera creativa para sus

propositos pedagdgicos.

2.3.7 Conocimiento tecnoldgico pedagogico disciplinar

La integracion de todos los conocimientos da lugar al conocimiento de la pedagogia, el
contenido curricular y la tecnologia o conocimiento tecnologico pedagdgico disciplinar,

que Koehler y Mishra (2006, 2008) consideran como una forma emergente de
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conocimiento que va mas alld de los tres conocimientos basicos: contenido curricular,
pedagogia y tecnologia. Es una comprension que emerge desde la interaccion de los tres
componentes esenciales del modelo.

De acuerdo con Magadan (2012) el conocimiento tecnoldgico pedagdgico disciplinar es, en

definitiva, la base de una buena ensefianza con tecnologia y requiere la comprension de:

la representacion de ideas y de conceptos mediante el uso de tecnologias,

- las técnicas pedagogicas que utilizan la tecnologia de forma constructiva para ensefiar
un contenido,

- el conocimiento sobre qué hace facil o dificil la comprension de un concepto y como la
tecnologia puede contribuir a compensar o reparar esas dificultades de aprendizaje que
enfrentan los alumnos,

- el conocimiento de las ideas e hipotesis previas de los alumnos y de como la tecnologia
puede ser utilizada para construir conocimiento disciplinar, es decir, como las
tecnologias pueden ser utilizadas para construir nuevos conocimientos a partir del
conocimiento preexistente y desarrollar nuevas epistemologias o mejorar las antiguas.

Este conocimiento tecnoldgico pedagdgico disciplinar es una forma de conocimiento que

los profesores ponen en juego en cualquier momento de su actividad docente. Cada

inconveniente que genera la préctica de aula se presenta a los profesores como una
combinacién Unica de los tres factores y, en consecuencia, no existe una solucion
tecnoldgica simple para cada situacion educativa. Las soluciones se hallan en la habilidad

del profesor para navegar con flexibilidad en el espacio definido por los tres elementos y

sus complejas interacciones, en unos contextos especificos. Ignorar la complejidad

inherente a cada componente del conocimiento, o la complejidad de las relaciones entre
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estos componentes, puede conducir a una simplificacion de las soluciones o de los errores.
Es por eso que los profesores no solo necesitan desarrollar una flexibilidad cognitiva para
cada uno de estos conocimientos bésicos sino también sobre la manera en la que los
mismos interactdan, de modo que puedan encontrar soluciones que sean sensibles a los
contextos especificos (Sgreccia, 2012).

Una verdadera integracion de la tecnologia requiere comprender y negociar la interrelacion
entre los tres tipos de conocimiento. Un docente capaz de negociar estas relaciones
representa un saber experto diferente del de un experto disciplinar (un matematico o un
historiador), o de un experto en tecnologia (un ingeniero en sistemas), 0 un experto en
pedagogia (un licenciado en educacion). La integracion de la tecnologia en la ensefianza de
un contenido disciplinar requiere el desarrollo de una sensibilidad que atienda a la relacion
dindmica y transaccional entre los tres componentes (Magadan, 2012).

Las tecnologias digitales actuales, en su constante evolucion y cambio, impiden que se
vuelvan un lugar comun y requieren el desarrollo de habilidades y estrategias para aprender
continuamente como usar las nuevas versiones, los nuevos modelos, las nuevas
aplicaciones. Estas tecnologias tienen potencial para modificar la naturaleza de una clase,
ya que juegan un papel esencial en la manera en que se pueden representar, ilustrar,
ejemplificar, explicar y demostrar las ideas y conceptos de una disciplina para hacerlos mas
accesibles a los alumnos.

De acuerdo con Magadan (2012) desde este enfoque y modelo se enfatiza la necesidad de
no pensar la tecnologia como un agregado, colorido, separado y por lo tanto adicional, al
conocimiento pedagégico disciplinar. EI conocimiento tecnoldgico pedagégico disciplinar

supone que integrar las TIC en las clases implica no solamente conocer las herramientas
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sino también reacomodar las practicas, revisar y resignificar los conocimientos pedagogicos
y disciplinares cuando se incluye la tecnologia.

¢Cémo se traduce la interrelacion de los conocimientos tecnoldgicos pedagdgicos
disciplinares en las practicas de aula? Como en toda planificacion, se trata de la toma de
decisiones fundamentadas en criterios, en expectativas de logro, en conocimientos y en
experiencias previas.

Tal como se ha indicado, se analiza en este trabajo el modo en el que se manifiesta ese
conocimiento tecnoldgico en los estudiantes del Profesorado en Matematica al analizar y
elaborar actividades acerca de un contenido particular, como es el caso de Funcién

Cuadratica, incluyendo tareas que utilicen la computadora como recurso didactico.

2.4 Registros de representacion

El andlisis de los componentes del conocimiento del profesor y de la construccion de ese
conocimiento durante su formacion se realiza también desde la perspectiva de los registros
semioticos de representacion de Duval (1993, 1998, 2004).

En Matematica las representaciones son necesarias debido a que los objetos matematicos
para ser comunicados deben ser representados y, a través de esto, intentar dar significado a
una cuestion abstracta. Al representar se intenta construir significados que permiten enlazar
el pensamiento operativo, tanto operacional como procedimental, y el estructural, tanto el
figurativo como el conceptual.

De acuerdo con Duval (1993) existe la posibilidad de confundir el objeto matematico con

una de sus representaciones. De una representacion a otra, no son los mismos aspectos de
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un contenido los que son representados, por lo que es importante que un objeto matematico
sea presentado en diferentes tipos de representaciones.

La relacion existente entre los diferentes modos de representacion debe ser considerada
dentro de las actividades de ensefianza y de aprendizaje, con la finalidad de tener una
multiple representacién del concepto.

Existen problemas en el traslado de representaciones, por lo que es necesario realizar
actividades donde estén presentes maltiples representaciones y que estas actividades sean
ademas disefiadas para promover la conversion a diferentes formas de representacion.

De acuerdo con Janvier (1987, citado en Cortés, 2005), respecto de los modos de
representacion para el tratamiento de contenidos relativos a Funciones, se encuentran cuatro
formas de representacion: descripcion verbal, tablas, graficas y formulas o ecuaciones.

Se definen ademas dos tipos de conversiones: la directa y la indirecta. La directa es aquella
donde es posible pasar de un modo de representacion a otro y la indirecta es aquella donde,
para pasar de una forma de representacion a otra, existe la necesidad de intercalar una
tercera que sirva de puente (Tabla 2.1).

Por ejemplo, para pasar de una ecuacion a una grafica se realiza un proceso ecuaciéon —
tabla — grafica, aunque la conversion ecuacion — grafica puede realizarse sin la necesidad de
construir una tabla, cuando se logran identificar las unidades significativas propias de la

escritura algebraica y como influyen estas en la gréfica.

Tabla 2.1. Tipos de conversion, directa e indirecta

Tabla Gréfica Ecuacion

Tabla Directo Indirecto

Grafica Directo Indirecto
Ecuacion Directo Indirecto

Fuente: Janvier (1987, citado en Cortés, 2005, p. 5).

33



Duval (1998) define lo que es un registro semidtico de representacion como una
representacion que permite tres actividades cognitivas: identificacion de una
representacion; transformacion interna en el mismo sistema de representacion, que
denomina tratamiento; transformacion de un tipo de representacién a otro, que denomina
conversion.

Cortés (2005) resume en una tabla (Tabla 2.2) el proceso a seguir para realizar una

conversion.

Tabla 2.2. Proceso para realizar una conversion

I Tabla Grafica Ecuacion

Localizar los valores

Tabla Localizar puntos en el plano significativos de la tabla
- Transformar los puntos del Localizar los puntos graficos
Gréfica T
plano en coordenada significativos

Localizar en la ecuacion el
significado de los
pardmetros

Evaluar la ecuacion en los

Ecuacion N
puntos de interés

Fuente: Cortés (2005, p. 6).

Para realizar conversiones entre registros semioticos de representacion entran en juego
diferentes aspectos:

Tabla a gréfica: El proceso de conversién de una tabla a una grafica se lleva a cabo
localizando los puntos de la tabla en el plano cartesiano, considerando a un par de nimeros
como un punto en dicho plano. Después de hacerlo para cada pareja de nimeros, se parte de
una idea de continuidad y regularidades y se unen los puntos quedando la grafica como
resultado de esta union.

Tabla a ecuacién: En este proceso de conversion entra en juego el hecho de determinar
cuales son los puntos de la tabla que nos permiten escribir la ecuacion, como por ejemplo,

encontrar el valor de y cuando x es cero, que es la ordenada al origen o término
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independiente en una expresion polindmica; encontrar el valor de x cuando y es cero, que es
la abscisa al origen.

Gréfica a tabla: Cuando se realiza una conversion de grafica a tabla, lo que se hace es
localizar un punto de la grafica y obtener su proyeccién tanto en el eje de las abscisas como
en el eje de las ordenadas, es decir, transformar un punto del plano cartesiano a una pareja
de nameros.

Gréfica a ecuacion: Uno de los aspectos importantes para realizar este tipo de conversion
es el de encontrar los pardmetros significativos de una grafica y como estos parametros se
relacionan con la escritura algebraica.

Ecuacion a tabla: En este caso el proceso de conversion envuelve la utilizacion de un
algoritmo de evaluacion en el cual entra en juego asignar un valor numérico a una de las
variables y, haciendo las operaciones indicadas en la ecuacion, obtener el valor de la otra
variable.

Ecuacion a gréfica: Para realizar esta conversion se debe conocer lo que representa cada
uno de los pardmetros de la escritura algebraica.

El proceso visual involucra el pensamiento figurativo y el operacional, por lo que se puede
considerar a este proceso el preludio a la abstraccion de conceptos que permitird formar
modelos de una situacion (Hitt, 1992). La visualizacion va mas alla de la simple percepcion
apoyando la formacion de las imégenes conceptuales. Dado que la visualizacion permite
introducir la abstraccién de conceptos matematicos, se constituye en un importante recurso
didactico para el profesor, por lo que es necesario contar con materiales y actividades que

promuevan en los estudiantes los procesos visuales.
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Los conceptos matematicos pueden ser representados por figuras, gréaficas, formulas, tablas,
simbolos o expresiones verbales. Un proceso visual en cada una de estas representaciones
involucra la habilidad para detectar variables significativas y operar apropiadamente con
ellas.

Al realizar la actividad de visualizacion se requiere de la utilizacion de nociones
matematicas asociadas a diferentes &mbitos: numéricos, graficos, algebraicos, verbales.

La capacidad para visualizar cualquier concepto matematico o problema requiere habilidad
para interpretar y entender informacién figurativa sobre el concepto, manipularla
mentalmente y expresarla sobre un soporte material. Cuando se usan las representaciones
graficas como herramientas para interpretar conceptos o resolver problemas, la
visualizacion no es un fin en si mismo sino un medio para llegar a la comprensién de
alguna propiedad especifica de un concepto o alguna relacion importante para la resolucion
de un problema a través de un diagrama, un dibujo o una grafica (Nagel y Montenegro,
2012).

El hecho de que las representaciones visuales permanecen en segundo término, tanto en los
desarrollos de la Matematica como en su ensefianza, acentla una dificultad presente en la
comprension de toda nocion matematica, que es la de articular los diferentes registros
semioticos. La necesidad de proporcionar representantes de los objetos matematicos radica
en que estos no son directamente accesibles por la percepcion o por una experiencia
intuitiva inmediata, tal como los objetos comunmente llamados reales o fisicos.

Respecto del desarrollo de propuestas de ensefianza, algunas de las preocupaciones de las
investigaciones en didactica de la Matematica se relacionan con secuencias que

contemplen: el tratamiento integrado de las representaciones semidticas de un mismo
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objeto matematico, el tratamiento dinamico mediado por software que favorece la busqueda
de regularidades y la modelizacion de distintas situaciones, el desarrollo de distintos
procedimientos en la resolucion de problemas y sus modos de validacion matematica, entre
otras (Rojas, 2015).

La utilizacién de la computadora como un medio de relacion entre diferentes formas
simultaneas de representacién, tanto en la graficacibn como en la tabulaciéon y en la
escritura de ecuaciones, puede ayudar a revelar una gran cantidad de informacion que uno
solo de los registros limita a visualizar.

De acuerdo con Santos (2011), el uso de herramientas informaticas en apoyo a los procesos
de ensefianza y de aprendizaje logra acercar los conceptos por medio de diferentes
representaciones ya que ofrecen diversos escenarios que pueden resultar de vital apoyo en
la clase de Matematica. Estas herramientas permiten, por un lado, crear las condiciones
necesarias para que los alumnos experimenten los cambios de registros semidticos para un
objeto matematico y logren su conceptualizacién por sobre las diferentes representaciones.
Por otro lado, su utilizacion permite al profesor proponer situaciones didacticas que
involucren a los alumnos mas alla del conocimiento de conceptos puntuales y logren en
ellos el desarrollo de habilidades tales como: plantear conjeturas y probarlas, argumentar,
comprobar propiedades, desarrollar el pensamiento matematico, analisis critico, etc.

Un software como GeoGebra', que se utiliza en el desarrollo del presente trabajo, permite:

potenciar la conexion entre los diferentes registros semioticos de una nocién matematica y

! Disponible en https://www.geogebra.org/ donde se indica “GeoGebra es un software de matematicas para
todo nivel educativo. Reline dindmicamente geometria, algebra, estadistica y calculo en registros gréficos, de
analisis y de organizacion en hojas de célculo”.

37


https://www.geogebra.org/

su visualizacion, colaborando con el aprendizaje de la misma; realizar un tratamiento
interactivo e integrado de distintos conceptos matematicos; asi como también facilitar la
exploracion, el ensayo y la modelizacion de los problemas planteados (Arcavi y Hadas,
2000).

Este software permite visualizar los objetos matematicos en mas de un registro semiotico al
incluir la opcion de presentarlos en varias vistas: Algebraica, Gréfica, CAS, Hoja de célculo

y 3D, favoreciendo asi una mejor conceptualizacion de los contenidos.

2.5 Antecedentes en el tema

En este apartado se redne la revision de la bibliografia y de los trabajos anteriores
relacionados con el problema de esta tesis, presentandose en cuatro subapartados.

En el primero se mencionan los articulos relativos al desarrollo y tratamiento del contenido
Funciones y, en particular, Funcion Cuadratica por su vinculacion al tema objeto de
investigacion.

El segundo resume lo relativo al disefio, andlisis y eleccion de las actividades matematicas
en el aula y de los aspectos que pueden ser considerados en ellas.

Teniendo en cuenta de manera particular el tema a estudiar en el presente trabajo, se
menciona en el tercer subapartado lo relativo a los procesos actuales de inclusion de las
TIC en dichas actividades.

En el cuarto y ultimo, se resumen algunos de los articulos relativos a la utilizacion de

GeoGebra en Matematica en el Nivel Secundario.
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Estos antecedentes también serdn tenidos en cuenta junto al marco teérico en la

delimitacion de las categorias de andlisis e interpretacion de resultados.

2.5.1 Acerca del contenido Funciones y Funcion Cuadratica

Vrancken, Engler y Miller (2009, citado en Nagel y Montenegro, 2012) indican que
pueden analizarse las consideraciones didacticas referidas a los procesos variacionales en
los cuales se encuadra el contenido Funciones.

La potencia de este campo conceptual, a través de los conceptos y procedimientos

involucrados, permite a los alumnos:

- Desarrollar capacidades para analizar, organizar y modelizar matematicamente
problemas relacionados con situaciones propias de la actividad practica del hombre, de
otras ciencias y las propiamente matematicas, en las que la variacion es el sustrato.

- Unificar diversos conceptos, superando la fragmentacion de la Matematica escolar
tradicional, planteandolos a través de una red de conceptos.

Los autores consideran que la construccion del concepto de funcion, como tantos otros, es
un proceso lento, que presenta dificultades, ya que supone el dominio e integracion de
diferentes conceptos —numeros reales, magnitudes, variables, etc.— debiendo articularlos, tal
como se ha desarrollado en el marco tedrico, bajo diferentes contextos de representacion —
coloquial, gréfico, numérico y analitico— e incluyendo procesos avanzados del pensamiento
como abstraccién, justificacion, visualizacidn, estimacion, razonamiento.

A fin de favorecer la construccion procesual del pensamiento variacional resulta importante

considerar:
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- El tratamiento integrado de las representaciones semidticas del concepto de funcion —
coloquial, gréfico, numérico y analitico— asi como el anélisis de las ventajas y
desventajas de cada forma de representacion segin el contexto, brindando a los
alumnos herramientas para decidir cual utilizar segun los aspectos que cada una de
ellas pone de relieve. Esto permite que los estudiantes puedan coordinar la informacién
que obtienen, por ejemplo graficamente, con la que surge del tratamiento algebraico de
la correspondiente ecuacién, aprendiendo que un marco, ya sea el grafico o el
algebraico, puede actuar como control del otro.

- La posibilidad de proponer en la clase un trabajo reflexivo sobre los aspectos
cualitativos que buscan indagar como cambian ciertas magnitudes en relacion con la
situacion inicial y no solo sobre los aspectos cuantitativos de la variacion.

- El trabajo reflexivo con los alumnos en relacion con situaciones en las que el cambio y
la variacion se presentan tanto en contextos continuos como en discretos.

En lo relativo al contenido Funcién Cuadratica, Illuzi y Sessa (2014) elaboran un

documento para el Ministerio de Educacion del Gobierno de la Ciudad Auténoma de

Buenos Aires, como producto del trabajo conjunto de un grupo de profesores de escuela

media y de especialistas en didactica de la Matematica. Se resume alli la reflexién colectiva

y las discusiones del grupo que dieron forma a una propuesta de trabajo donde se abordan

distintos aspectos de la funcion cuadratica a partir de la formulacion y anélisis de un

conjunto de problemas. Este grupo de especialistas presenta cuatro aspectos de la funcion

cuadratica:
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Construccion de férmulas cuadraticas para contar colecciones.

Se hace referencia a una actividad de elaboracion de formulas para calcular el paso n
de un proceso que cumple una cierta regularidad como una via de entrada al trabajo
algebraico y a la nocion de expresiones algebraicas equivalentes. Se proponen dos
problemas que permiten producir y transformar expresiones algebraicas cuadréticas.
Introduccion a la funcion cuadréatica a partir de problemas en contextos geométricos.

Se plantean distintos problemas con resoluciones en contextos geométricos. Se
sugieren también actividades de analisis de gréficos, diferentes a la confeccion de
gréficos; es decir, no se sigue el recorrido: formula de la funcion — confeccion de tablas
— marcado de puntos — dibujo aproximado del gréfico, sino que el analisis del gréafico
ya presentado se apoye en caracteristicas y los aspectos del fenémeno descripto en el
problema.

Estudio de la funcién cuadratica a partir de la expresidn candnica de su formula.

Se proponen problemas donde la busqueda de resultados se puede apoyar en el analisis
de la férmula de la funcidn cuadratica asi como también actividades que permiten
establecer relaciones entre una férmula y el grafico. Se espera que los alumnos puedan
interpretar informacion dada en una formula para poder a partir de ella buscar algunos
elementos particulares, como por ejemplo extremos o raices, sin necesidad de hacer
desarrollos algebraicos complejos. A diferencia de las actividades presentadas en el
capitulo anterior donde estas cuestiones se resolvian apoyandose en el contexto, ahora
se analizan con la lectura de la férmula que define la funcion, profundizando la
relacion grafico — formula, afinando la lectura de informacion que se puede hacer en

cada uno de estos registros de representacion.
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- Estudio de la funcién cuadratica a partir de distintas escrituras de su formula.
Se amplia lo analizado anteriormente a distintas expresiones algebraicas de una
funcion cuadrética, identificando cuales son los elementos particulares (ceros, vértice,
eje de simetria) que se pueden obtener de la lectura de cada una de las formulas.
También se presentan actividades que tienen como finalidad que los estudiantes
produzcan formulas que cumplan con determinadas condiciones, poniendo en relacion
diferentes aspectos de la situacion modelizada con el modelo algebraico.

Si bien el documento constituye solo un ejemplo de los aspectos que pueden presentarse

acerca del contenido Funcién Cuadratica, sirve de referencia para el presente trabajo como

un modelo de analisis que permitirad identificar si éstos u otros aspectos son considerados

por los estudiantes del Profesorado en Matematica al momento de analizar y elaborar

actividades respecto de este contenido.

2.5.2 Acerca de las actividades matematicas

Para estudiar como se manifiesta el componente del conocimiento referido al conocimiento
tecnolégico en los estudiantes del Profesorado en Matematica al analizar y elaborar
propuestas de actividades de ensefianza, y el modo en el que la computadora es incorporada
como recurso didactico, sirven de instrumento dichas actividades ya sea en el anélisis que
los alumnos hagan de ellas, como asi también en el disefio que presenten.

Garcia y Llinares (1994) remarcan que el disefio, analisis, evaluacion y eleccion de las

tareas matematicas es una de las primeras decisiones que se toman al pensar en l1os procesos
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de ensefianza y de aprendizaje. Aspectos tales como secuenciacién de contenidos,

presentacion y forma de plantear las tareas son tenidos en cuenta en esa decision.

De acuerdo con Gomez (2001), un aspecto central en la ensefianza de la Matematica

consiste en el disefio, puesta en practica y evaluacion de las actividades por medio de las

cuales los alumnos construyen su conocimiento matematico en un ambiente de interaccion
social. Ese proceso de disefio, puesta en practica y evaluacion forma parte de una estructura
curricular mas amplia que tiene unos propdsitos ya determinados que se desean lograr.

Requiere de una serie de analisis que el autor agrupa en cuatro categorias y que, en

conjunto, denomina analisis didactico:

- Andlisis cognitivo: Se busca identificar y describir las dificultades que los alumnos
pueden llegar a tener asi como también los errores que pueden llegar a cometer al
realizar las tareas que componen la actividad.

- Andlisis de contenido: Se pretende producir una descripcion estructurada y sistematica
del contenido matematico desde la perspectiva didactica. Para ello debe construir la
estructura conceptual de este contenido, en la que sea posible identificar los conceptos
y procedimientos involucrados, junto con los sistemas de representacion que permitan
referirse a esos conceptos y procedimientos.

- Andlisis de instruccidn: Se procura producir y evaluar, de acuerdo con los analisis
anteriores, disefios de las actividades que realizaran los alumnos.

- Andlisis de actuacion: Se atiende a las actuaciones recientes de los alumnos, que le
permiten determinar su estado cognitivo.

La informacion que se produce en uno de los analisis permite reformular otros analisis y los

resultados de esta reformulacion pueden afectar el analisis original.
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Los tres primeros analisis interactian dindmicamente entre si teniendo a la estructura
conceptual como hilo conductor, contemplando el papel de los sistemas de representacion
dentro de esa estructura.
Gomez (2001) indica que al realizar este analisis didactico, el docente puede obtener como
resultados: una 0 mas actividades para llevar a la préctica en la clase; una justificacion de
esas actividades con respecto al estado cognitivo de los alumnos, al contenido y a los
objetivos; una prevision de las posibles actuaciones de los alumnos cuando se lleve a la
practica la actividad. Se investiga en el presente trabajo el modo en que los estudiantes del
Profesorado en Matematica realizan estos analisis al evaluar o producir actividades acerca
del contenido Funcion Cuadrética.
Otra cuestion a considerar al momento de analizar las producciones de los estudiantes del
Profesorado en Matematica es el tipo de actividades que incluyen en sus disefios acerca del
contenido Funcion Cuadratica. Para caracterizarlas, sirve de referencia la clasificacion
presentada por Gonzalez (2014), quien especifica una serie de criterios que permiten
categorizar las actividades:
- Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto:

Ejercicio / aplicacion / practica

Problema

Ejemplo / ilustracion

Explicacion / comprension
- Por la presentacion o formato:

Con enunciado (verbal, no verbal: gréafico, simbdlico, icénico, modelos)

Sin enunciado
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Por la naturaleza de la tarea:

Reales (contextuales, naturales, situaciones de la realidad)

Acrtificiales (creadas con un fin)

Por la motivacion o finalidad general de la tarea:

Escolares (motivacion extrinseca y finalidad didactica)

Socioculturales (vida cotidiana, motivacion intrinseca y finalidad primaria o vital)
Ladicas (juegos y pasatiempos, motivacion intrinseca y finalidad personal)
Historico culturales (problemas clasicos, curiosos, actuales)

Por el tipo de finalidad didactica:

De ejecucion

De investigacion / exploracion, libre o guiada

De evaluacion

De explicacion / comprension

Por el tipo de proceso de resolucion:

Tareas cerradas (proceso y solucion controlados)

Tareas abiertas (proceso y solucién no controlados), de exploracién, de decisién
Por el tipo de solucion:

Con solucion: unica, maltiple, indeterminada

Sin solucion

Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matemaética involucrada:
Demostracion

Definicion
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Representacion

Propiedad

Concepto

Procedimiento

Algoritmo

Problema
- Por el tipo de actuacion implicada:

Construccion

Razonamiento

Justificacion

Aplicacion

Comunicacion

Explicacion

Analisis / comprension
De acuerdo con Nagel y Montenegro (2012), no se trata de presentar problemas aislados
sino organizados en secuencias que promuevan avances en la construccion de los conceptos
matematicos involucrados, tensionando los conocimientos que se disponen. Para la
construccion de una propuesta de ensefianza, mencionan la interrelacion concepto —
problema:
- Los conceptos toman su sentido gracias a los problemas que permiten resolver. Cada

nuevo problema contribuye a enriquecer el concepto.

46



- Un nuevo concepto se construye también situdndose en relacidén con los conocimientos
ya adquiridos, sea para ampliarlos y generalizarlos, sea para cuestionarlos y construir
otros nuevos, mejor adaptados al problema propuesto.

- Un problema hace en general intervenir varios conceptos. Cada uno toma su sentido en
las relaciones que establece con los otros conceptos implicados en el problema.

Para que una actividad sea considerada un problema, sefialan que es necesario que genere

incertidumbre en el alumno, que pueda desarrollar distintas estrategias para su resolucion,

que le permita probar, equivocarse, recomenzar a partir del error, construir modelos,
proponer soluciones, defenderlas, discutirlas, comunicar los procedimientos y conclusiones.

De acuerdo con Garcia y Llinares (1994), las caracteristicas del proceso de generacién del

conocimiento matematico, la naturaleza del aprendizaje producido y la forma en que este se

produce viene definido en parte por el tipo de tareas que los alumnos realizan. La relacion
entre las tareas y la actividad que los alumnos deben desarrollar al intentar resolverla puede
llegar a caracterizar una determinada comprension de las nociones matematicas.

Respecto del contenido Funciones, los autores establecen inicialmente categorias para

analizar las actividades que se pueden presentar, que coinciden con lo ya descripto respecto

de las representaciones utilizadas y de las traslaciones entre ellas que demanda la

resolucion de la tarea (Tabla 2.3).

Ese esquema inicial de representaciones y traslaciones dio a los autores informacion valida

para realizar las primeras inferencias sobre la forma en que el tratamiento del concepto de

funcidn a través de las distintas tareas desarrolla ese concepto y promueve su comprension.
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Tabla 2.3. Proceso de traslacion respecto del contenido Funciones

Proceso de traslacion

Situacion, g Férmula, expresién
Tablas Graficas P

de descripcion verbal algebraica

Situacion,
descripcion verbal

Tablas

Gréficas

Formula, expresion
algebraica

Fuente: Garciay Llinares (1994, p. 16).

Luego ampliaron ese sistema de categorias, estableciendo ocho apartados:
- Trabajo dentro de un mismo modo de representacion:
Expresion algebraica. Formulacion
Modo gréfico
Situacion
- Traslaciones entre modos de representacion:
Expresion algebraica a tabla/grafica, y viceversa
Situacion a gréfica, y viceversa
Situacion a expresion, y viceversa
- Tareas de varios pasos:
Traslacion entre modos de representacion para trabajar en el segundo de ellos
Traslacion dentro del ultimo modo de representacion utilizado
Traslacion seguida de otra traslacion
Trabajo dentro de un modo de representacion mas trabajo dentro de otro
Traslacion seguido de trabajo dentro del primer modo utilizado

- Tareas en las que se plantea el analisis de una situacion.
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- Tareas que piden explicitamente utilizar un modo de representacién diferente para
resolver la cuestion planteada:
Presentacidn: modo algebraico; resolucion: modo gréfico
Presentacion: situacion; resolucion: formulacion
- Emparejar gréaficas con expresiones algebraicas, o viceversa.
- Estudio de rasgos propios del modo de representacion, independientemente de las
caracteristicas del objeto matematico funcion.
- Ofras.
Tal como se ha indicado anteriormente, interesa en el presente trabajo estudiar de manera
especifica el modo en que se manifiesta el conocimiento tecnolégico de los estudiantes del
Profesorado en Matematica al analizar y disefiar actividades acerca de un contenido, por lo
que se consideraran ademas como antecedentes en el tema los trabajos que hacen referencia

a la inclusion de las TIC en las actividades matematicas.

2.5.3 Inclusion de las TIC en las actividades

El papel del docente ha cambiado con la sociedad de la informacion, dejando de ser el
origen principal de entrada de informacion. “No se trata de luchar con esta evidencia sino
de adaptarnos a este nuevo panorama, aunando nuevos elementos a los ya empleados
tradicionalmente, que ayuden a que nuestros alumnos generen, a partir de esa saturacion de
informacion, conocimiento” (Darias, 2005, p. 127).

No es facil afrontar los cambios en el mundo educativo, sobre todo si afectan a aspectos

relacionados con la metodologia con la que los docentes trabajan en el aula, y menos adn si
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los cambios requieren la incorporacion de nuevos recursos que necesiten una formacion
previa para conocer sus aspectos técnicos. Para incorporar un nuevo recurso relacionado
con las TIC no basta con adaptar lo que se hace en el aula a este nuevo elemento sino ver la
manera de complementarlo para aprovechar sus posibilidades.

La actividad profesional de los profesores tiene lugar en un contexto caracterizado por un
elevado grado de complejidad y por un gran dinamismo, que los lleva a integrar
conocimientos diversos que tienen que ver con el contenido curricular que ensefian, con la
naturaleza de los procesos cognitivos de sus alumnos y, cada vez con mayor relevancia, con
el conocimiento sobre el uso de tecnologias para el aprendizaje.

Los procesos actuales de integracion de las TIC en las aulas tornan ain mas complejos los
procesos de ensefianza y de aprendizaje al introducirse nuevos ambitos de conocimientos
que el profesor debe dominar para desarrollar buenas practicas con tecnologias.

Las buenas préacticas educativas con TIC (en términos de Valverde, Garrido y Fernandez,
2010) son acciones complejas y multidimensionales que exigen comprender la
representacion y formulacion de conceptos y procedimientos para su comprension a través
de las TIC; desarrollar estrategias didacticas constructivistas que usen las TIC para la
ensefianza de contenidos curriculares; conocer las dificultades en el aprendizaje de
conceptos y de qué forma las TIC pueden ayudar a superarlas; estar al tanto del
conocimiento previo de los alumnos asi como la epistemologia del contenido curricular
para comprender como las TIC pueden ser utilizadas para construir sobre el conocimiento
preexistente y desarrollar nuevas epistemologias.

Estos conocimientos, tal como se ha desarrollado en el apartado 2.3, claramente van més

alla del que posee aisladamente un experto en un contenido curricular (profesor de una
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disciplina), un experto en TIC (ingeniero u otro profesional) o un pedagogo experto
(tecnologo educativo), por lo que la formacion del Profesorado exige un replanteamiento de
los enfoques y practicas actuales.

Valverde et al. (2010) utilizan la expresion fijacion funcional para describir la forma en que
las ideas que sostenemos sobre la funcién de un objeto pueden inhibir nuestra capacidad
para usar el objeto para una funcion diferente. Los usos creativos de las TIC exigen ir mas
alla de esta fijacion funcional, de modo que se pueda, de forma innovadora, definir nuevos
propdsitos para las herramientas existentes y orientarlas hacia una finalidad educativa.

De acuerdo con Valverde et al. (2010) las tecnologias educativas tradicionales se
caracterizan por su especificidad (por ejemplo, un lapiz se utiliza para escribir, un
microscopio para visualizar objetos pequefios), su estabilidad (boligrafos, microscopios o
pizarras, por ejemplo, no cambian mucho con el tiempo) y la transparencia de su funcion
(el funcionamiento interno de un lapiz es bastante simple y esta relacionado directamente
con su funcidn). En contaste con las tecnologias tradicionales, las tecnologias digitales son
versatiles (utilizables en diferentes formas), inestables (cambian rapidamente) y opacas (su
funcionamiento interno esta oculto al usuario).

Esta naturaleza versatil también significa que las tecnologias digitales hacen cosas muy
diferentes segn quién y para qué las utiliza.

La inestabilidad de las TIC se manifiesta de dos formas: por un lado, no existe un
conocimiento estable y duradero para el aprendizaje de estas tecnologias y, por otra parte,
las tecnologias digitales no suelen tener un comportamiento fiable debido a su continua

modificacién y mejora.
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La adopcion de las TIC en las aulas depende de que los usos educativos de las TIC sean

compatibles con las concepciones pedagdgicas previas. Una innovacion es menos probable

que se adopte si se desvia demasiado de las creencias pedagogicas y las practicas habituales

de los profesores (Aguilar, Luzardo y Jaimes, 2015).

Loaiza (2018) describe algunas tendencias en TIC y educacion:

Mobile Learning: asi como los teléfonos moviles han relegado a la telefonia fija, los
dispositivos moviles o celulares con conectividad a Internet estan superando a las
computadoras para trabajar en el aula.

Trabajos en la nube: los desarrolladores estan desarrollando aplicaciones Web en lugar
de aplicaciones de escritorio, potenciado por los servicios de espacio gratuito ofrecido
por las grandes compafiias en Internet como Google, Yahoo o Microsoft.

Computacion Uno a Uno: la tendencia mundial es proveer a cada estudiante de un
dispositivo conectado a Internet, ya sea una tablet o un celular, lo que implica que las
aulas y los docentes deben ir preparandose para desarrollar ambientes de aprendizaje
basados en este acceso universal a las tecnologias y a la informacion.

Aprendizaje Ubicuo: la mejora de las infraestructuras de conectividad, asi como el
abaratamiento de los equipos informaticos y otros dispositivos de conexién a Internet
hace que el aprendizaje en cualquier momento y en cualquier lugar plantee a la escuela
la necesidad de redefinir sus espacios, tanto fisicos como temporales.

Aprendizaje Personalizado: las tecnologias nos permiten pasar de aulas donde se
ensefia a todo un alumnado a aulas donde podemos adaptar materiales, recursos,
atencion y evaluacion a las necesidades de cada alumno, asi como a sus propios estilos

de aprendizaje.
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- Redefinicion de los espacios de aprendizaje: las aulas del futuro inmediato deberian
replantearse algunas cuestiones estructurales (como otro tipos de mesas, luz, colores),
con espacios individuales para estudiantes y profesores o con espacios pensados para el
aprendizaje basado en proyectos.

- Contenidos abiertos generados por los docentes: el sistema escolar que se promueve
desde la inclusion de las TIC en la educacion potencia la identificacion y creacién por
parte de los mismos profesores de los recursos de aprendizaje mas eficaces segun las
necesidades de cada grupo.

- Evaluacién: la recogida, gestién, clasificacion y recuperacién de datos (big data)
relacionados con el aprendizaje, ayudara a los docentes a entender mejor los procesos
de ensefianza y de aprendizaje de sus alumnos, personalizar el contenido y los enfoques
pedagogicos, hacia una evaluacion que preste cada vez més atencion a los procesos y
menos a los examenes.

- Rol del docente: los nuevos modelos de ensefianza y de aprendizaje obligan a los
docentes a redefinirse, a dejar de ser los poseedores del conocimiento para convertirse
en mentores, dinamizadores de los procesos, identificadores de recursos, facilitadores
de espacios de aprendizaje colaborativo.

De acuerdo con Marti y Valdeolivas (2016) la educacion 3.0 no trata de sustituir la

didactica actual por nuevas tecnologias sino trata de acoplar y utilizar las TIC junto a las

didacticas que ya se utilizan en la escuela, una combinacion de las ideas del siglo XX de

Vygotsky o Piaget con pedagogias actuales y la inclusion de esas nuevas herramientas. Es

muy importante que los docentes estén formados para asi poder utilizar de manera completa

las TIC, transmitir mejor los objetivos, elegir de manera adecuada su utilizacion, entre otras
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cuestiones en los que el docente es clave para la formacion y la transmision del saber a los

alumnos.

Las TIC presentan diferentes caracteristicas, como la inmaterialidad, la interactividad, la

interconexién, la instantaneidad de la informacion, la transmision de imagen y sonido de

gran calidad, la digitalizacion, el alcance a todos los sectores, la diversidad de usos y la
innovacion. Permiten manejar una gran informacion en diferentes formatos y de facil
acceso a los alumnos, gracias a la digitalizacion de los archivos.

Un ejemplo de la aplicacion de TIC en la educacion lo constituyen los software educativos

que se han ido imponiendo en los procesos de ensefianza y de aprendizaje gracias a las

potencialidades que brindan. De acuerdo con Borges y Montes de Oca (2014), para la
presentacion de los contenidos de forma interesante, asequible y dinamica en la elaboracion
de un software educativo, Se estructuran una serie de recursos:

- Multimediales: la informacion esta presentada a partir de algunos formatos digitales o
sus combinaciones, tales como texto o hipertexto, video digital, diaporama
(combinacion de sonido con imagenes u otros recursos multimediales), sonido digital,
animaciones, e imagenes fijas. La funcion de los recursos multimediales es presentar e
ilustrar de forma no interactiva el contenido, estimulando la atencion y el interés.
Tienen finalidades instructivas, educativas y orientadoras.

- Interactivos: promueven una comunicacion entre el usuario y la computadora, o entre
usuarios con mediacion de la maquina, como por ejemplo, simuladores, animaciones
interactivas, applets, secuencias interactivas. Desarrollan la formulacion de hipotesis y

su comprobacién por los métodos de ensayo y error, auspician el aprendizaje por
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descubrimiento y una asimilacion significativa, promueven la experimentacion asistida
por computadora y transmiten informacion desde una perspectiva analitica.
- Estructurales: Contribuyen esencialmente a la estructuracion didactica de la
informacion.
Otro ejemplo de aplicacion de las TIC en educacion son las universidades y cursos virtuales
ya que en estas plataformas toda la informacion esta en la red, las clases se imparten a
distancia, los exdmenes y los trabajos se hacen de manera online. Algo similar sucede con
las aulas virtuales asociadas a las asignaturas en algunas instituciones, que resultan un
complemento de las clases presenciales, a través de los materiales y links que se pueden
compartir, los chat para consultas las wikis para trabajos colaborativos grupales, entre otros
recursos posibles.
Entre los conocimientos que los profesores tienen que manejar para integrar las TIC en sus
buenas practicas, estdn las observaciones y el analisis de los diferentes contextos de
aplicacion en lo que cada uno ensefia. No existe una solucion Unica para resolver la
introduccion de las tecnologias en el curriculum; se exige el esfuerzo de redisefiar
continuamente el uso de los medios para adaptarse a realidades cambiantes.
Si bien los soportes informéaticos ofrecen interesantes posibilidades en el ambito
educacional, de acuerdo con Nagel y Montenegro (2012) deben encararse trabajos abocados
a la descripcion y analisis de situaciones de ensefianza y aprendizaje generadas en ambitos
computacionales, de modo que vayan constituyendo un cuerpo de resultados que aporten
evidencias que respalden y den sentido a posibles propuestas curriculares que pretendan

integrar nuevas tecnologias en las clases de Matematica.
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2.5.4 Utilizacién de GeoGebra en las actividades

En muchas de las escuelas secundarias de nuestro pais, se cuenta con relativamente nuevos
escenarios educativos a partir de la incorporacion de las TIC, especialmente a partir del
Plan Conectar Igualdad en el que los alumnos y profesores de escuelas publicas han
recibido netbooks.

Esta realidad compromete a los docentes y a las instituciones educativas a aprovechar al
maximo los beneficios de estas herramientas en los procesos de ensefianza y de aprendizaje,
y a su vez ofrece una nueva oportunidad para revisar las practicas de la ensefianza a partir
de su incorporacion.

Si se propone por ejemplo el célculo del limite de una funcion, con la computadora y la
utilizacion de software y graficadores es posible representar la funcion aprovechando las
posibilidades que el programa ofrece, e interpretar el resultado para determinar o al menos
tener una idea general de lo que se deberia obtener al aplicar los mecanismos de calculo que
los alumnos conocen.

Una actividad habitual en el aula es el estudio y representacion de funciones, que
tradicionalmente se inicia con la determinacion de los aspectos correspondientes a dominio,
puntos de interseccion, asintotas, extremos, crecimiento y decrecimiento, hasta llegar a
completar los elementos necesarios que permitan su representacion grafica. Asimismo con
ayuda de una computadora y de un software como GeoGebra el proceso cambia, ya que lo
primero que se obtiene es la grafica de la funcion, que facilita al alumno que realmente sabe
Matematica determinar los elementos y caracteristicas que tiene que obtener de la funcion

cuyo estudio esta realizando. Este cambio en la metodologia de trabajo que requiere el uso
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de software y graficadores no es facil de asumir y por lo tanto no resulta sencillo incorporar
las computadoras al aula.

La eleccidn de un software como GeoGebra para el desarrollo de esta investigacion se debe
no solo a sus potencialidades matematicas y didacticas sino también por estar incluido en
las netbooks del plan Conectar Igualdad. La propuesta del trabajo con el software no esta
focalizada solo en la ensefianza y la aplicacion del mismo sino también en el andlisis
didactico sobre como esta herramienta tecnolégica influye o puede influir en las practicas
de ensefianza y en los modos de hacer Matematica que se propone a los alumnos.

El uso de este software posibilita otros modos de hacer en la clase de Matematica, ya que
los estudiantes pueden enfocar su atencion en procesos de analisis de regularidades, que
permiten la modelizacién, la toma de decisiones, el razonamiento y la resolucion de
problemas.

De acuerdo con Hernandez (2013) este software permite generar y corroborar ideas, y
estudiar con gran facilidad y rapidez el comportamiento de las funciones al variar
determinados parametros.

En cuanto a sus caracteristicas generales, GeoGebra es un software libre y multiplataforma
con una gran comunidad de usuarios que propicia el trabajo colaborativo. Dicha comunidad
se encuentra en expansion gracias a la creacion de Institutos GeoGebra en los cinco
continentes, desarrollo de recursos para el aula, tutoriales, wikis, foros y canales de video
para la comunicacion entre las personas de la comunidad.

En la actualidad, se puede utilizar el software de manera on line, tanto en su version clasica
como en las que trabajan de manera especifica s6lo con ciertos objetos (Probabilidad,

Célculo Simbdlico) o permite ser descargado e instalado, para poder trabajar sin estar
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conectado. Las distintas versiones con las que cuenta el software permiten que el mismo
pueda ser instalado en computadoras (de acuerdo con su sistema operativo) 0 en
dispositivos mdviles (celulares, tablets). Nuevas aplicaciones desarrolladas permiten
descargar calculadoras graficas, también su version en 3D, y trabajar con realidad
aumentada.

Tal como se indico en el apartado 2.4, en GeoGebra los objetos tienen varias
representaciones: son mostrados en simultdneo como objetos algebraicos y geometricos, si
corresponde. A estas dos representaciones se afiade la posibilidad de uso de planilla de
calculo, que suma una tercera representacion de los objetos. Todas las representaciones se
relacionan en forma dindmica, de manera que si una de ellas es transformada, las otras
representaciones del mismo objeto también se modifican. En GeoGebra los objetos pueden
modificarse de manera que sus propiedades permanezcan invariantes. O bien, si una
construccion no esta realizada como el problema lo requiere, se puede corroborar que esas
propiedades no permanecen constantes (Borsari et al., 2012). Su entorno es amigable, lo
que permite la facil exploracién de docentes y alumnos.

Los ambientes dinamicos no solo permiten a los estudiantes construir figuras con ciertas
propiedades y visualizarlas, sino que también les permiten transformar esas construcciones
en tiempo real. Este dinamismo puede contribuir en la formacion de habitos para
transformar, mentalmente o por medio de una herramienta, una instancia particular para
estudiar variaciones, invariantes visuales, y posiblemente bases intuitivas para
justificaciones formales de conjeturas y proposiciones (Nagel y Montenegro, 2012).

Para que la incorporacién de las TIC en los procesos educativos alcance un valor

pedagogicamente significativo que impulse una transformacién en los procesos de
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ensefianza y aprendizaje es necesario trascender los usos meramente instrumentales y
enfrentar al mismo tiempo un plan de accion de formacion docente no sélo tecnoldgica
(Cabero, 2010).

Los desarrollos actuales de las tecnologias y software existentes posibilitan la busqueda de
distintas y nuevas vias de solucidn para los ejercicios y problemas, que no pueden eludirse
en los procesos de ensefianza y de aprendizaje desarrollados, en especial, en la formacion
de docentes. La busqueda de distintas vias de solucion para un mismo ejercicio o problema,
la reflexion sobre sus caracteristicas, diferencias y ventajas, contribuye a profundizar en los

fundamentos de la Matematica y su didactica.

2.5.5 Otras investigaciones relacionadas con el presente trabajo

En la investigacion realizada por Garcia (1997) se aborda el conocimiento profesional del
profesor de Matematica de Ensefianza Secundaria, ligado al concepto de Funciéon como
objeto de ensefianza—aprendizaje. Considera el conocimiento del profesor desde la
perspectiva de la profesién que desempefia, subrayando su caracter contextualizado y
relacionandolo a topicos matematicos concretos. Describe el contenido y estructura del
conocimiento del profesor que, de acuerdo con la autora, fundamenta sus decisiones de
ensefianza de las funciones en el nivel 14-16 afos, coincidiendo con lo relativo al presente
trabajo. Garcia (1997) particulariza su investigacion en dos dominios de indagacion: el
concepto matematico de funcion como contenido curricular y sus diferentes modos de
representacion y el concepto matematico de funcion en relacion a otros contenidos

curriculares de la Matematica escolar.
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También el trabajo de Paredes, Iglesias y Ortiz (2009) se centra en el conocimiento
didactico de los futuros profesores de Matematica. EvalGa un programa de formacion que
integra el uso de un software de célculo simbdlico y la modelizacion como componentes de
ese conocimiento didactico para la formacion inicial de profesores, junto con el estudio de
los sistemas de representacion implicados, la modelizacion, un analisis cognitivo que
estudia los errores y las dificultades, un anlisis fenomenoldgico, un anlisis historico del
topico matematico y de los materiales y recursos relacionados.

“Partimos de la consideracion que es necesario hacer propuestas que tiendan a superar la
formacion tradicional de unos cursos de Matematica por un lado y una formacion general
en ciencias de la educacidon por el otro” (Paredes, Iglesias y Ortiz, 2009, p. 86).

Los autores consideran que los programas de formacién docente deben abordar una
formacion en didactica de la Matematica que contribuya a profundizar en el conocimiento
matematico escolar que impartira el docente en su futuro trabajo profesional.

La investigacion de Aguilar et al. (2018) describe como establecer relaciones entre los
subdominios del modelo de conocimiento especializado del Profesor de Matematica y las
concepciones del Profesorado de Matematica, segin el modelo de concepciones de
ensefianza—aprendizaje de la Matematica. Si bien el trabajo se ha realizado en Nivel
Primario, se destaca como antecedente en tanto identifica y analiza estas relaciones entre
componentes mencionados en la presente tesis, que permiten comprender la practica en el
aula al describir el indicador acerca de la concepcién de la matematica escolar.

Posadas y Godino (2017) describen en su trabajo una experiencia de ensefianza realizada en
la fase de practicas en la formacion inicial de profesores de secundaria en la especialidad

Matematica, identificando propuestas fundamentadas de cambio, recopilando y sintetizando
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los conocimientos didactico matematicos producidos en la investigacion e innovacion sobre
la ensefianza y aprendizaje en esta asignatura. Constituye un antecedente para la presente
tesis en relacion con otros conceptos desarrollados en el marco tedrico acerca del
conocimiento del profesor en Matemética, como asi también en relacion con el contenido
sobre el cual se realiza el trabajo, que es Funcion Cuadratica.

Respecto de la educacion superior en la formacion inicial docente, la investigacion
realizada por Barros y Martinez (2018) esta centrada ademas en la incorporacion de las TIC
en dicha formacion, objeto de interés del presente trabajo. Si bien la experiencia realizada
se vincula con otros contenidos matematicos, relativos al Algebra, los resultados obtenidos
acerca de una innovacion en la formacion de los futuros profesores en Matematica resultan
un antecedente sobre el tema.

Noriega y Rosillo (2011) presentan también una propuesta que analiza la incorporacion de
las TIC en la educacion y, en particular, la utilizaciéon del software GeoGebra. Sirve como
referencia para el presente trabajo de tesis el andlisis que realizan acerca de la traduccion
del lenguaje verbal al lenguaje grafico y simbolico, relacionandolo con los registros de

representacion y sus procesos de traslacion desarrollados en el apartado 2.4.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En el presente capitulo se define el enfoque y el alcance de esta investigacion y se describe
la metodologia en la que se ha desarrollado el trabajo, dividiéndolo en cuatro etapas:
busqueda de las propuestas de ensefianza que se proponen en sitios con fines educativos
con relacion al contenido Funcion Cuadratica; resolucion y analisis por parte de los
estudiantes del Profesorado en Matemaética de una secuencia de actividades seleccionada;
elaboracion de una propuesta de ensefianza por parte de dichos estudiantes con actividades
referidas al contenido Funcién Cuadréatica que incluya la utilizacion del software
GeoGebra; exposicion oral de las propuestas disefiadas. Se detallan a continuacion los

periodos y el marco de trabajo en los que se ha desarrollado cada etapa.

3.1 Disefio metodologico

El enfoque de la investigacion es de tipo cualitativo, de acuerdo con Hernandez, Fernandez
y Baptista (2010), en tanto se busca describir, analizar e interpretar de manera detallada las
actividades y eventos que se llevaron a cabo y las conductas que se observaron, a fin de
responder la pregunta inicial acerca de como se manifiesta el conocimiento tecnolégico en
los estudiantes del Profesorado en Matematica al analizar y elaborar actividades respecto
del contenido Funcion Cuadratica.

De acuerdo con Rodriguez, Gil y Garcia (1999) la investigacion cualitativa estudia la

realidad en su contexto natural, centrando la investigacion en los hechos, a fin de
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comprender los fendbmenos de acuerdo con los significados que tienen para las personas
implicadas. Los instrumentos y métodos para recoger informacién son utilizados para
describir rutinas o situaciones problematicas. Para ello el investigador ve el escenario y las
personas desde una perspectiva holistica, tratando de comprenderlas dentro de su marco de
referencia.

Contreras (1994) visualiza como pertinente el enfoque cualitativo en investigaciones que
estudian fenomenos didacticos ya que se relacionan con actividades humanas.

“La investigacion cualitativa da testimonio, no prueba” (Carnevale, 2006, p. 111).

La informacion y datos a analizar en la presente investigacion se obtuvieron a través de las
perspectivas, puntos de vista y producciones realizadas por los estudiantes del Profesorado
participantes, sin que resulte de interés una medicion numérica ni un método estadistico de
analisis. Si bien se recurrieron a algunos datos cuantitativos en el andlisis de los resultados
obtenidos, los mismos no constituyeron el objeto de interés sino un aporte para analizar los
tipos de experiencias que pueden incluirse en la formacion inicial del docente para construir
el conocimiento tecnoldgico como asi también comprender coémo se manifiesta el mismo en
los estudiantes del Profesorado en Matematica al analizar y elaborar una propuesta de
ensefianza.

El alcance de esta investigacion es descriptivo, en tanto interesa conocer las posibles
relaciones que se presentan entre dos 0 mas categorias de analisis o bien entre los grupos de
participantes ante una misma cuestion (Hernandez et al., 2010), desde un disefio de estudio
de caso.

De acuerdo con Rodriguez et al. (1999) el estudio de caso implica un proceso de indagacion

que se caracteriza por un examen detallado, comprehensivo, sistematico y en profundidad
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centrado en el caso (situacion, persona o fenémeno concreto) objeto de interés, por lo que
adquiere el atributo de ser particularista. Se trata de un asunto que se constituye en objeto
de investigacién ya que la Unica exigencia es que posea un limite fisico o social que le
confiera identidad.

Esta especificidad lo hace ser un método muy Util para el analisis de problemas préacticos,
situaciones o acontecimientos que surgen en la cotidianeidad. Se basa en un razonamiento
inductivo, donde las generalizaciones, conceptos o hipotesis surgen a partir del examen
minucioso de los datos (Hernandez et al., 2010).

Este tipo de estudio provee una descripcién y analisis en profundidad de unidades sociales
0 entidades educativas de especial interés (Yin, 1989).

Merriam (1988) sefiala cuatro propiedades esenciales del estudio de casos: es particular, ya
gue se centra en una situacion especifica; es descriptivo, porque busca caracterizar el
fendmeno estudiado; es heuristico, por cuanto el estudio ilumina sobre la comprensién del
caso; y es inductivo, ya que en el curso del procesamiento de la informacion se introducen
nuevos conceptos, se enuncian hipotesis sugeridas por la relacion entre los datos, y se
perciben resultados con cierto nivel de generalidad.

Mediante estudios de este tipo se pretende captar la complejidad del caso en cuestion que,
por su peculiaridad, puede dar lugar a resultados que, desde una ldgica inductiva y sin
animo de generalizar, puede proporcionar categorias validas y Utiles para analizar otros
casos en situaciones semejantes (Ander-Egg, 2003), como pueden ser otros institutos de

formacion docente.
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Esta investigacion se desarrollé durante el afio 2016 en un Instituto de Formacion Docente
y Técnica de la Ciudad de Buenos Aires: Instituto Nacional Superior del Profesorado
Técnico (INSPT), dependiente de la Universidad Tecnoldgica Nacional (UTN).

Este Instituto se caracteriza por su oferta en carreras terciarias con orientacion técnica
(carreras de Técnico Superior en Informatica; en Control Eléctrico y Accionamientos; en
Mecanica, Automotores y Maquinas Térmicas; en Automatizacion y Robotica; en
Electrénica; en Quimica y Quimica Aplicada; en Fisica y Fisica Aplicada; en Disefio
Tecnoldgico) y sus carreras de formacion docente (Profesor en Disciplinas Industriales; en
Inglés e Inglés Técnico; en Fisica y Fisica Aplicada; en Matematica y Matematica
Aplicada).

Las experiencias relativas al presente trabajo se llevaron a cabo con alumnos del
Profesorado en Matematica y Matematica Aplicada.

Este profesorado se dicta en el Instituto en los turnos mafiana y noche. Los alumnos con los
cuales se implementaron las actividades correspondientes a este trabajo cursaban en el
turno noche.

La carrera tiene un plan de estudios de cuatro afios de duracion, con un régimen de cursada
anual para todas las asignaturas. Durante el primer afio de la carrera los alumnos cursan
como asignaturas: Introduccion a la Probleméatica Educativa, Psicologia General y
Evolutiva de la Nifiez, Anélisis Matematico 1, Algebra I, Geometria 1, y Complementos de
Calculo Numérico y Trigonometria.

Las actividades se implementaron con alumnos del primer afio de la carrera, en la

asignatura Andlisis Matematico |, dado que la misma incluye una primera unidad en su
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programa referida al contenido Funciones, donde se realiza en particular una revision de la
Funcion Cuadrética.

La asignatura tiene una carga horaria de seis horas catedra semanales, divididas en dos
horas catedra equivalentes a 80 minutos de clase un dia, y cuatro horas catedra equivalentes
a 160 minutos de clase otro dia.

En la eleccion de los alumnos con los cuales realizar el trabajo de investigacion, se
consider0 a quienes estaban en el inicio de su etapa formativa dentro de la carrera docente,
en sintonia con los objetivos planteados en el apartado 1.3. Resulta usual que se analicen
los modos de emergencia de los componentes del conocimiento en estudiantes avanzados,
ya que reciéen ahi es donde muchas veces se enfrentan por primera vez con el desafio de
elaborar propuestas de ensefianza en el momento de realizar las practicas o residencia. En
este trabajo interesd realizar esa caracterizacion desde el inicio de dicha formacion y, de
acuerdo con el tercer objetivo especifico sefialado, determinar los procesos de
configuracion de esos componentes del conocimiento al transitar el momento del trayecto
formativo, en particular, lo relativo al conocimiento tecnolégico.

Acerca de las caracteristicas del alumnado, cabe sefialar que es usual en el turno vespertino
que, en su mayoria, no sean alumnos de entre 18 y 20 afios como puede presuponerse para
el inicio de una carrera. La totalidad de los estudiantes participantes de este trabajo
superaban los 25 afios de edad, e incluso la tercera parte superaba los 40 afios.

Resulta usual también como caracterizacion del alumnado que no sea la primera carrera de
nivel superior que comienzan sino que eligen ingresar al Profesorado en Matemaética luego
de haber comenzado y abandonado otra carrera, no siempre relativa al mismo area, en

general de nivel universitario. En el caso de los estudiantes que realizaron las actividades
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relativas a esta investigacion, todos cursaron previamente parte de otra carrera. Uno de los
participantes aln estaba cursando una Tecnicatura en simultdneo con el Profesorado en el
mismo Instituto. Y otro participante era el Unico en haber finalizado una carrera previa,
relativa al area de Computacion y trabajaba en el momento de la realizacion de esta tesis
como docente de Nivel Primario en esa asignatura.

En relacién con el ambito laboral, todos los participantes de la investigacion trabajaban
cuando se implementaron las actividades. Esta es una caracteristica usual en el alumnado
del turno noche del Instituto del Profesorado.

En general, esa practica laboral no se relaciona con la docencia, excepto algunos casos
particulares como el mencionado participante que tenia un titulo previo que lo habilitaba
para trabajar en el Nivel Primario. También se pueden mencionar algunos casos de alumnos
que dictan clases particulares y otros, que realizan algunas suplencias en escuelas por
periodos breves. De los estudiantes que participaron, la tercera parte daban clases
particulares y uno habia realizado suplencias en colegios, ademas de dar clases particulares.
De los alumnos participantes, solo cuatro eran mujeres. El gran porcentaje de hombres que
formaba parte del curso result6 algo particular de ese ciclo lectivo en el que se desarroll6 el
trabajo, si bien la cantidad y proporcion de hombres resulta algo mas frecuente que en otros
institutos de formacion docente, quizas por la orientacion técnica con la que surgié y
continua este Instituto en particular.

Las actividades se desarrollaron durante el ciclo lectivo, pudiendo considerarse cuatro

etapas (Tabla 3.1).
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Tabla 3.1. Periodos de desarrollo de cada etapa de la investigacion

Primera etapa Marzo a Agosto

Segunda etapa Septiembre
Tercera etapa Septiembre — Octubre
Cuarta etapa Noviembre

Fuente: elaboracidn propia.

Algunas clases que no se incluyeron en el cronograma de trabajo corresponden a la
suspension de actividades por la realizacion de examenes finales de acuerdo con el
Calendario Académico establecido por el Instituto del Profesorado y un feriado nacional.

Durante los plazos que se asignaron a los estudiantes para la realizacion o finalizacion de
alguna actividad o para la elaboracion y entrega de materiales, se continuaron desarrollando
los contenidos relativos a Analisis Matematico | en el transcurso de las clases regulares de

la asignatura.

3.2 Primera etapa de la investigacion

Se realizé una busqueda de las propuestas de ensefianza que se presentan en sitios con fines
educativos, circunscribiéndolo al contenido Funcion Cuadratica. De esos sitios disponibles,
se consideré en particular educ.ar (www.educ.ar) disefiado desde el Ministerio de
Educacion de nuestro pais, dada su importancia a nivel nacional.
De los recursos referidos al contenido Funciones, se encontraron siete secuencias didacticas
relativas al contenido especifico de Funcion Cuadratica en ese portal educativo:

1. Aplicaciones de la funcion cuadratica

2. Funcién cuadratica

3. Estudio de la funcion cuadratica

4. Funcidn cuadratica en el basquet
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5. Funcién cuadratica, parte |

6. Funcién cuadratica, parte Il

7. De crecimientos y trayectorias
Estas secuencias, tal como aparecian en el sitio educ.ar al momento de la bisqueda, se
encuentran detalladas en el Anexo 1.
Solo una de las secuencias, la Gltima mencionada en el listado anterior, no proponia de
manera expresa la utilizacion de algun recurso informatico en la resolucion de las
actividades. Contaba también con un formato de presentacion diferente a las otras, donde
no se incluian algunos de los aspectos con que contaban las otras propuestas.
De las secuencias que incluian en los enunciados de sus actividades la utilizacion de algun
recurso informético, la primera de las listadas mencionaba el software Graphmatica?, al
igual que la tercera, que ademés de ese programa nombraba también Winplot®. La
secuencia indicada en sexto lugar en el listado anterior proponia la utilizacion del software
Modellus”.
Tres de las propuestas mencionaban de manera explicita la utilizaciéon de un procesador de
textos en la resolucién de las actividades y solo la primera solicitaba el uso de una hoja de

calculo.

Z Disponible en http://www.graphmatica.com/index.html donde se indica “Graphmatica se usa para resolver
ecuaciones matematicas con precision, e incorpora célculos y funciones numéricas”.

® Disponible en https://winplot.softonic.com/?ex=DSK-1080.4 donde se indica “Winplot es un generador de
funciones gréaficas especialmente disefiado para el estudio visual de una serie de ecuaciones matematicas”.

* Disponible en https://modellus.programas-gratis.net/ donde se indica “Se trata de una préctica herramienta
que nos permite hacer una modelizacion en el ordenador, creando animaciones con objetos interactivos con
propiedades matematicas. De esta forma, el usuario puede realizar un anélisis de los datos experimentales con
forma de iméagenes, gréficos, tablas, etc.”.

70


http://www.graphmatica.com/index.html

Teniendo en cuenta el contexto del Profesorado en Matematica donde se ha realizado la
investigacion, se centro el andlisis en las secuencias que incluian explicitamente el software
GeoGebra en su resolucidén, ya que los alumnos utilizan ese programa en algunas de las
asignaturas del cursado del primer afio de la carrera (Algebra I, Analisis Matematico | y
Complementos de Calculo Numérico y Trigonometria) y lo continuaran utilizando en
algunas de las asignaturas de los afios superiores.

De las tres propuestas que incluian la utilizacion de este software, una se titulaba “Funcion
cuadratica, Parte I” pero en su “Parte II” se proponia el uso de otro programa.

Otra de las propuestas se basaba en una aplicacion de los conceptos matematicos a tratar, a
través de una actividad relativa a tiro oblicuo, mas vinculada con conceptos fisicos.

La otra actividad que incluia GeoGebra, indicada en segundo lugar en el listado y titulada
“Funcion Cuadratica” ha sido la seleccionada para continuar con la realizacion del presente
trabajo.

Con el objeto de conocer de manera méas detallada las actividades incluidas en la secuencia
seleccionada y prever el analisis que los estudiantes del Profesorado pudieran realizar de las
mismas, se realizd con anterioridad a su implementacion un informe acerca de los

enunciados propuestos, que se presenta en el apartado 4.1.2.

3.3 Segunda etapa de la investigacion

Esta secuencia “Funcion Cuadratica” seleccionada del sitio educ.ar y destinada a alumnos
de Nivel Secundaria, de acuerdo con lo indicado en el portal, se ha implementado con los

alumnos de primer afio del Profesorado en Matematica, durante el mes de septiembre
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teniendo en cuenta que la asignatura se desarrolla de marzo a noviembre, de acuerdo con
los periodos indicados en la Tabla 3.1.

Los estudiantes del Profesorado en Matematica resolvieron las actividades durante una
clase de cuatro horas catedra de la asignatura Analisis Matematico |. Asistieron ese dia un
total de 18 alumnos y resolvieron la propuesta divididos en cuatro grupos (Grupo 1 a Grupo
4), conformados de manera libre por ellos. Tres de los grupos (Grupo 1, Grupo 2 y Grupo
4) con cinco integrantes cada uno Yy el restante (Grupo 3) con tres.

El Instituto del Profesorado cuenta con unos gabinetes o muebles mdviles que permiten
trasladar 10 netbooks al lugar donde se las necesite. Para la implementacion de la
mencionada actividad, se conto en el aula con esas computadoras portatiles repartidas entre
los grupos, ademéas de un cafion, que permitia proyectar sobre el pizarron aquello que
resultara Gtil o de interés general, ya sea por parte del docente investigador o por parte de
los estudiantes del Profesorado. Ademas, tres de los alumnos habian traido sus propias
computadoras portatiles.

El Instituto cuenta con libre acceso a Internet, por lo que las computadoras que habian sido
repartidas y las de los alumnos contaban con esa conexion a la red. A su vez tenian ya
instalados los programas que podian resultar Gtiles para la realizacion de la actividad:
procesador de textos, planilla de célculo, GeoGebra, entre otros.

El propdsito durante la resolucion de las actividades fue que los alumnos del Profesorado
pudieran analizar los contenidos que aparecen involucrados, los tipos de situaciones que se
plantean en cada actividad, los contenidos previos que se requieren, el rol del recurso
informéatico como herramienta did4ctica en el desarrollo de los contenidos, etc. Es decir, no

solo hacer hincapié en la resolucion de cada actividad en si misma sino en el andlisis de
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dicha secuencia. Esas resoluciones pueden resultar Gtiles porque en algunos casos solo a
partir de ellas se pueden distinguir aspectos tales como: contenidos previos que se
requieren, tipos de actividades que se proponen en la secuencia para introducir y para
desarrollar el contenido Funcién Cuadratica, obstaculos y dificultades que podrian tener los
alumnos de Nivel Secundario al resolver las actividades propuestas, tipos de
representaciones respecto del contenido Funciones y las relaciones entre ellos, el rol del
recurso informatico como herramienta didactica, tipos de actividades que se presentan
como aplicacidn, revision final y evaluacion, claridad en los textos tanto en definiciones
como en enunciados de actividades, entre otras cuestiones de interés que puedan emerger.

En esta etapa, la recoleccion de datos fue a través de la observacion y la anotacion
(Hernandez et al., 2010) por parte del investigador respecto del trabajo de resolucién de las

actividades que realizaron los estudiantes.

3.4 Tercera etapa de la investigacion

Durante la ultima semana de septiembre se inici6 la tercera etapa de la investigacién, donde
los alumnos del Profesorado en Matematica, divididos en grupos, han elaborado una
propuesta de ensefianza con actividades referidas al contenido Funcion Cuadrética,
teniendo en cuenta la reflexién realizada respecto de la secuencia resuelta anteriormente, y
que incluya la utilizacion del software GeoGebra como recurso didéctico para el desarrollo
del contenido.

Respecto del total de alumnos mencionados en la etapa anterior algunos han ido

abandonando la cursada de la asignatura. Esta desercion es algo habitual durante cada ciclo
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lectivo, tal como se ha observado también en afios anteriores, e incluso ya se habian
registrado algunos abandonos en los meses previos a la realizacion de estas actividades.

Los 15 alumnos presentes en la clase se dividieron en tres grupos de cinco integrantes cada
uno: los grupos identificados como Grupo 1 y Grupo 2 en el apartado 3.3 conservaron los
mismos integrantes, quedando ahora como Grupo 3 parte de los integrantes que antes
estuvieron en grupos separados identificados como Grupo 3 y Grupo 4.

Para el disefio de esta propuesta de ensefianza, se habia indicado previamente a los alumnos
del Profesorado que podian traer libros de texto u otro material de consulta, referidos al
contenido Funcion Cuadratica.

De manera similar a lo comentado en el desarrollo de la etapa anterior, se cont también
con el gabinete movil del Instituto del Profesorado con 10 netbooks incluidas, y ademas
trajeron sus computadoras portatiles los mismos tres alumnos que lo habian hecho en la
tarea anterior, contando en todos los casos con la conexion a Internet que brinda el
Instituto.

Para el desarrollo de esta parte de la actividad se destin6 una clase de cuatro horas catedra
de duracion, donde cada grupo comenzo a elaborar una propuesta de ensefianza con las
caracteristicas mencionadas al comienzo de este apartado. Se les pidi6 también que
incluyeran las edades de los alumnos o curso a los que esté destinada la propuesta, asi como
un analisis que la fundamente, considerando aspectos tales como: los objetivos por los que
se han seleccionado cada una de las actividades, 1o que se espera de los alumnos de Nivel
Secundario al resolverlas, el rol del docente durante la implementacion, la justificacion y

analisis de los recursos utilizados, el rol del software matematico GeoGebra, los criterios
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por los cuales se estima una ventaja en la utilizacién de la computadora por sobre otros
recursos.

El papel del docente investigador fue el de observador llevando un registro de las
situaciones que se presentaron durante esta actividad a través de la anotacion (Hernandez et
al., 2010).

La propuesta disefiada por cada uno de los grupos fue resuelta por los otros grupos de
estudiantes del Profesorado durante la semana siguiente a la entrega de los trabajos, de
forma tal que cada uno de ellos pudo vivenciar lo que sucede cuando se implementa la
propuesta de ensefianza que han disefiado.

Se destind una clase de 80 minutos para cada grupo: uno de ellos el dia miércoles, que la
asignatura tiene esa carga horaria, y los otros dos grupos el dia jueves, ya que este dia se

cuenta con 160 minutos de clase.

3.5 Cuarta etapa de la investigacion

Durante la primera semana del mes de noviembre se desarroll6 la cuarta etapa, donde cada
grupo realiz6 una exposicion oral de su propuesta de ensefianza, con el objeto de desarrollar
las actividades disefiadas para los alumnos de Nivel Secundario, ampliar en forma més
detallada el fundamento de la seleccion o disefio de las actividades incluidas, socializar y
hacer una puesta en comdn con los otros grupos lo vivenciado, tanto en la elaboracion del
trabajo como asi también durante la resolucion de las actividades realizadas por los otros

grupos.
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Cada grupo cont6 con una clase de 80 minutos; de manera similar a lo comentado en la
etapa anterior, uno de ellos el dia miércoles y los otros dos grupos el dia jueves. También
aqui el papel del docente investigador fue el de observador.

Al finalizar estas exposiciones, cada grupo de estudiantes entregd por escrito el trabajo
realizado (documentos de analisis, en términos Hernandez et al., 2010) para ser considerado
por el investigador, de acuerdo con los objetivos especificos planteados: analizar tanto la
configuracién del conocimiento tecnologico en los estudiantes del Profesorado en
Matematica, integrado a lo disciplinar y a lo didactico, como las posibilidades que brindan
las TIC para fortalecer el tratamiento y conversion de registros de representacion.

El instrumento de analisis de esos documentos consistio en una matriz de datos donde se

registraron las caracteristicas principales de cada propuesta de ensefianza.

3.6 Categorias de analisis

Las categorias de analisis para las propuestas disefiadas por los estudiantes del Profesorado
en Matemaética, devenidas de un entramado tedrico — conceptual — empirico, son seis:

1- Aspectos de la funcion cuadrética

2- Caracteristicas de las actividades

3- Herramientas para llevar a cabo las actividades

4- Formas de representacion empleadas

5- Traslaciones y conversiones entre representaciones

6- Analisis didactico
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En lo que sigue (apartados 3.6.1 a 3.6.6) se desarrolla conceptualmente cada una de las

categorias.

3.6.1 Aspectos de la funcion cuadratica

De acuerdo con lo detallado en el apartado 2.5.1 resultd de interés analizar si en las
propuestas de ensefianza se abordaron algunos aspectos de la problematica cuadratica
(IMuzi y Sessa, 2014). Para ello se consideraron cuatro aspectos: construccion de formulas
cuadraticas para contar colecciones, introduccion a la funcidon cuadratica a partir de
problemas en contextos geométricos, estudio de la funcidon cuadratica a partir de la
expresion canonica de su férmula, estudio de la funcidén cuadratica a partir de distintas

escrituras de su formula (Tabla 3.2).

Tabla 3.2. Categoria: Aspectos de la funcion cuadrética
Aspectos de la funcidn cuadrética
Problemas en contextos
geomeétricos
Fuente: elaboracion propia, basado en Illuzi y Sessa (2014).

Distintas escrituras de

Expresion canonica .
su formula

Para contar colecciones

3.6.2 Caracteristicas de las actividades

Las actividades incluidas en las propuestas de ensefianza se analizaron considerando las
caracteristicas del tipo de actividad realizada (Gonzalez, 2014) presentadas en el apartado
2.5.2. Se constituyeron para ello nueve subcategorias de la categoria en estudio, que se

detallan en las Tablas 3.3 a 3.11.

Tabla 3.3. Subcategoria: Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto

Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto
Ejercicio Ejemplo Explicacion
Aplicacion Problema JEMPI0 P g
o llustracion Comprension
Practica

Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzélez (2014).
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Tabla 3.4. Subcategoria: Por la presentacion o formato
Por la presentacion o formato

Con enunciado Sin enunciado
(verbal, no verbal: grafico, simbélico,
iconico, modelos)

Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzalez (2014).

Tabla 3.5. Subcategoria: Por la naturaleza de la tarea
Por la naturaleza de la tarea

Reales Atrtificiales
(contextuales, naturales,
situaciones de la realidad)

Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzélez (2014).

Tabla 3.6. Subcategoria: Por la motivacion o finalidad general de la tarea
Por la motivacion o finalidad general de la tarea
Escolares | Socioculturales | Luadicas | Histdrico culturales
Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzélez (2014).

Tabla 3.7. Subcategoria: Por el tipo de finalidad didactica
Por el tipo de finalidad didactica

De investigacion

De ejecucion o
Exploracién

De explicacion

De evaluacién i
Comprension

Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzélez (2014).

Tabla 3.8. Subcategoria: Por el tipo de proceso de resolucion
Por el tipo de proceso de resolucion
Tareas cerradas | Tareas abiertas
Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzélez (2014).

Tabla 3.9. Subcategoria: Por el tipo de solucién
Por el tipo de solucién

Con solucion Sin solucion
(Gnica, multiple, indeterminada)

Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzélez (2014).

Tabla 3.10. Subcategoria: Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada

Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada

Demostracion | Definicién | Representacion | Propiedad | Concepto | Procedimiento | Algoritmo | Problema

Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzalez (2014).
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Tabla 3.11. Subcategoria: Por el tipo de actuacién implicada
Por el tipo de actuacién implicada

Anélisis

Construccion | Razonamiento | Justificacion | Aplicacién | Comunicacion | Explicacion -,
Comprension

Fuente: elaboracion propia, basado en Gonzélez (2014).

3.6.3 Herramientas para llevar a cabo las actividades

Se contemplaron las herramientas que se utilizaron en la resolucion de las actividades: lapiz

y papel, elementos de geometria, calculadora, software matematico (Tabla 3.12).

Tabla 3.12. Categoria: Herramientas para llevar a cabo las actividades
Herramientas para llevar a cabo las actividades
Elementos de Software
Geometria Matematico
Fuente: elaboracion propia.

Léapiz y papel Calculadora

3.6.4 Formas de representacion empleadas

Se analizaron qué registros se pusieron en juego en el desarrollo de las actividades y de los
contenidos propuestos. De acuerdo con lo indicado en el apartado 2.5 respecto de los
modos de representacion para el tratamiento de contenidos relativos a Funciones (Janvier,
1987, citado en Cortés, 2005) comprende cuatro formas de representacion: descripcion

verbal, tablas, graficas y férmulas o ecuaciones, como se muestra en la Tabla 3.13.

Tabla 3.13. Categoria: Formas de representacion empleadas
Formas de representacion empleadas
Descripcion verbal | Tablas | Gréficas | Férmulas o ecuaciones
Fuente: elaboracion propia, basado en Janvier (1987, citado en Cortés, 2005).

3.6.5 Traslaciones y conversiones entre representaciones

Esta categoria de andlisis involucra las conversiones que transforman la representacion
semidtica del registro original en otra representaciéon, identificando procesos de traslacion y

tipos de conversion.
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En el apartado 2.5.2, en lo relativo al contenido Funciones, Garcia y Llinares (1994)
establecen registros de representacion que se pueden presentar (Situacion / Descripcion
verbal, Tablas, Graficas, Férmula / Expresion algebraica) asi como sus respectivos procesos

de traslacion (Tabla 3.14)

Tabla 3.14. Subcategoria: Proceso de traslacion

Proceso de traslacion

A Férmula /

S|_tua_c,|on / Tablas Gréficas Expresion
Descripcion verbal .
De algebraica

Situacion /
Descripcion verbal

Tablas

Graéficas

Formula /
Expresion
algebraica

Fuente: Garcia y Llinares (1994, p. 16).

En el apartado 2.5 Janvier (1987, citado en Cortés, 2005) define y describe dos tipos de
conversiones (Tabla 3.15): directas e indirectas.
Se analizo6 si dichas conversiones aparecieron en las propuestas de ensefianza disefiadas por

los estudiantes del Profesorado en Matematica.

Tabla 3.15. Subcategoria: Tipos de conversiones

Tipos de conversiones
Directa Indirecta
Tabla a grafica Tabla a ecuacion
Gréfica a tabla Gréfica a ecuacion
Ecuacion a tabla Ecuacion a grafica

Fuente: elaboracion propia, basado en Janvier (1987, citado en Cortés, 2005).

3.6.6 Analisis didactico
De acuerdo con lo incluido en el apartado 2.5.2 el proceso de disefio, puesta en practica y
evaluacion de las actividades por medio de las cuales los alumnos construyen su

conocimiento matematico, requiere de un denomina andlisis didactico (Gomez, 2001).
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Incluye cuatro aspectos: analisis cognitivo, analisis de contenido, analisis de instruccion y
analisis de actuacion.

En el andlisis de instruccion el profesor produce y evalGa disefios de actividades que
realizaran los alumnos, de acuerdo con los andlisis anteriores.

Se analiz6 en esta investigacion el modo en que los estudiantes del Profesorado en
Matematica realizaron los analisis cognitivo y de contenido (Tabla 3.16) al evaluar o
producir actividades acerca del contenido Funcion Cuadratica en la etapa correspondiente

al andlisis de instruccién.

Tabla 3.16. Categoria: Andlisis didactico
Analisis didactico
Analisis Analisis
cognitivo de contenido
Fuente: elaboracion propia, basado en Gomez (2001).
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CAPITULO 4

RESULTADOS: DESCRIPCION E INTERPRETACION

Se describen a continuacion los resultados de la investigacién obtenidos al implementar
cada una de las cuatro etapas descriptas en el Capitulo 3.

El primer apartado hace referencia a la primera etapa de la investigacion donde se realiza
una descripcion del portal educ.ar y un analisis de la secuencia didactica “Funcion
Cuadratica” seleccionada entre las disponibles en el sitio.

La segunda etapa se detalla en el segundo apartado, con los resultados que se observaron
durante la resolucion por parte de los estudiantes del Profesorado en Matematica de la
mencionada secuencia y el analisis realizado por cada grupo.

En el tercer apartado se describe la tercera etapa de la investigacion, donde los estudiantes
disefiaron una propuesta de ensefianza acerca del contenido Funcion Cuadratica incluyendo
la utilizacion de GeoGebra.

Ademas de la resolucién de la propuesta disefiada por cada grupo, se describe en el cuarto
apartado la cuarta etapa del trabajo, donde cada uno de ellos realizd la exposicion

correspondiente al desarrollo de las actividades planteadas.

4.1 Primera etapa de la investigacion

La descripcion de los resultados obtenidos acerca de esta primera etapa de la investigacion

se divide en dos subapartados.
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En el primero se presenta una descripcion del portal educativo educ.ar, las partes que
componen el sitio, las opciones y recursos que se incluyen, y las secuencias didacticas que
se proponen acerca del contenido Funcién Cuadratica.

Tal como se ha comentado en el apartado 3.2, de las siete secuencias didacticas disponibles
que se relacionan con el mencionado contenido, se ha seleccionado la que se denomina
“Funcion Cuadratica”. En el segundo subapartado se presentan y analizan las actividades

incluidas en dicha secuencia.

4.1.1 Acerca del Portal Educativo educ.ar

En el momento en que se realizé el trabajo, al ingresar a la pagina www.educ.ar aparece un
menu de opciones que en la solapa Docentes incluye otras nuevas solapas: Recursos,

Experiencias, Convocatorias, Formacion, En red (Fig. 4.1).

educéh e
el e r de la Nacion lucacion
J Docentes Familias Estudiantes Noticias TV Q &

Recursos Experiencias

Convocatorias = Formacion Iniciar sesion Registrarse

Figura 4.1. Captura de pantalla del portal educ.ar.
Fuente: recuperado en marzo de 2016 de https://www.educ.ar/

Al ingresar a la opcion Recursos aparece un nuevo menu en el que se puede seleccionar:

Portada, Efemérides, Minisitios, Software (Fig. 4.2).
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" Presidencla  Ministorio de
%5 delaNacién  Educacién

Noticias TV Q

Iniciar sesion Registrarse

g Descarga mi escritorio

Nivel

Inicial (746)
Primaria (2595)
Secundaria (8260)
Superior (2410)

Figura 4.2. Captura de pantalla de la opcién “Recursos”.
Fuente: recuperado en marzo de 2016 de https://www.educ.ar/recursos

Desde la opcion Portada se puede acceder a distintos recursos seleccionando entre: Nivel
(Inicial, Primaria, Secundaria, Superior) o Tipo de Recurso. Entre los tipos de recursos
disponibles se encuentran los que se visualizan en la Fig. 4.3.

Tipo de recurso

Actividades (1092)
Aplicacion (90)

Articulo periodistico (2254)
Directorio de enlaces (34)
Efemérides (8)

Entrevista (366)
Especial TV (63)
Experiencia (289)
Exposicion (1366)
Infografia (136)

Juego (147)

Literatura (128)

Mapa (13)

Material de archivo (250)
Material pedagogico (218)
Normativa (373)

Peliculas (3)

Ponencia (63)

Proyecto (241)

Secuencia didactica (1712)
Serie TV (1375)

Sin clasificar (4)

Sitio educativo (68)
Tutorial (398)

Webquest (22)

Figura 4.3. Captura de pantalla de la opcion “Tipo de recurso”.
Fuente: recuperado en marzo de 2016 de https://www.educ.ar/recursos
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Seleccionando la opcion Secundaria en el Nivel e ingresando en la opcion Secuencia

Didéctica en el Tipo de Recurso, aparece Area como otro criterio de clasificacion de

recursos (Fig. 4.4).

Mostrando 1 a 10 recursos de 1297

Mas relevantes VvV

Area

Organos y funciones del sistema circulatorio

Artes (31)
Ciencias ambientales (4)

Secuencia didactica | 11 Me gusta

sangre.

35
LA™

Etiquetas: sistema circulatorio | corazon | sangre | ciclo cardiaco

Esta secuencia de cuatro actividades permite conocer |a estructura del sistema circulatorio de los seres
humanos y el funcionamiento de fos 6rganos que lo componen: el corazon, los vasos sanguineos y la

Ciencias naturales (359)
Ciencias sociales (278)
Comunicacién (14)

Economia y administracion
(17)

Educacion fisica (12)
Educacion sexual integral (15)
Filosofia (3)

Formacién ética y ciudadana
(160)

Figura 4.4. Captura de pantalla de la opcion “Area”. Fuente: recuperado en marzo de 2016 de
https://www.educ.ar/recursos/buscar?tema=3&tipo_recurso_educativo=7

Se encuentran como areas disponibles las que se visualizan en la Fig. 4.5.

Area

Artes (31)

Ciencias ambientales (4)
Ciencias naturales (359)
Ciencias sociales (278)
Comunicacién (14)

Economia y administracion
(17)

Educacion fisica (12)
Educacion sexual integral (15)
Filosofia (3)

Formacidn ética y ciudadana
(160)

Informatica (15)

Lengua (132)

Lenguas extanjeras (49)
Literatura (121)
Matematica (168)
Psicologia (11)
Tecnologia (51)

Figura 4.5. Captura de pantalla de la opcion “Areas”. Fuente: recuperado en marzo de 2016 de
https://www.educ.ar/recursos/buscar?tema=3&tipo_recurso_educativo=7
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Al seleccionar la opcion Matematica, se encontraban al momento de realizar el trabajo, 168
recursos disponibles. En la seccion Recursos con los filtros aplicados, aparece sobre el
sector derecho de la pantalla una lista de Disciplinas que corresponden al Area Matematica:
Algebra, Geometria y medida, NGmeros y operaciones, Probabilidad y estadistica,

Trigonometria (Fig. 4.6).

Filtros
Secuenciadicica
Matematica (X)
Mostrando 1 a 10 recursos de 163
Disciplina
Medicion y clasificacién de angulos Algebra (54)

Geometria v medida (48)
Numeros y operaciones (40)

Probabilidad y estadistica (12)
Trigonometria (7)

Secuencia didactica | 11 Me gusta

-
L : En esta secuencia se estudiara la relacién entre los angulos. Aprenderan sobre la aplicacion practica en la
vida diaria de los angulos. EI alumno utilizara el transportador para medir la amplitud y verificar las
k K K { propiedades de los angulos segun su posicion.

Etiquetas: medicidn | transportador | angulo | aplicacién

Formato

Figura 4.6. Captura de pantalla de la opcion “Disciplina”. Fuente: recuperado en marzo de 2016 de
https://www.educ.ar/recursos/buscar?tema=20&tipo_recurso_educativo=7

Estas opciones no incluyen el contenido matematico Funciones como parte de los bloques
en los que se clasifican los recursos, por lo que la busqueda acerca de este contenido debio
realizarse por otra via.

Cada uno de los recursos cuenta también con ciertas Etiquetas que lo caracterizan. Por
ejemplo, el recurso titulado “Medicion y clasificacion de angulos” (Fig. 4.6) tiene como
Etiquetas: medicion, transportador, &ngulo, aplicacion.

De acuerdo con esto, puede por ejemplo escribirse “funcion” o “funciones” en el cuadro de
entrada correspondiente al sector de la pantalla Buscar (Fig. 4.7), obteniéndose como

resultado de esa bdsqueda 40 recursos disponibles.
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funcion

Mostrando 1 a 10 recursos de 40 J
Las funciones trigonométricas y sus aplicaciones Kisciplina
Secuencia didactica | 5 Me gusta Algebra (32)
- E Se llaman razones trigonométricas a aquellas que relacionan las longitudes de los lados de un trianguio Geometria y medida (1)
.~ rectangulo con los angulos agudos de este Estas actividades proponen descubrir Ias funciones NUmeros y operaciones (1)
k K K : trigonométricas y algunas aplicaciones necesarias en otras areas del conocimiento. Trigonometria (6)

Etiquetas: angulo | ONE | rectanquio | funcién trigon

Formato

Figura 4.7. Captura de pantalla de una bisqueda mediante la palabra “Funcion”.
Fuente: recuperado en marzo de 2016 de https://www.educ.ar/recursos/buscar?q=funci%C3%B3n

De esos recursos referidos a Funciones, hay siete secuencias didacticas que se corresponden
con el contenido especifico Funcion Cuadratica:

1. Aplicaciones de la funcion cuadratica

2. Funcion cuadratica

3. Estudio de la funcidn cuadratica

4. Funcidn cuadrética en el basquet

5. Funcién cuadratica, parte |

6. Funcidén cuadratica, parte Il

7. De crecimientos y trayectorias
Solo se consideran las secuencias que abordan de manera especifica el contenido Funcion
Cuadratica. Es decir, otros dos recursos hacen referencia a las funciones polinémicas, de
manera mas general y no fueron tenidos en cuenta en esta tesis.
En efecto, la secuencia didactica “Funciones polindmicas” indica en su resumen inicial:

“En esta seccion trabajaremos con funciones polinémicas, se retomara el concepto de
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dominio, imagen, conjuntos de positividad, negatividad, y raices de una funcién trabajados
para otras funciones. En las actividades los alumnos realizaran gréaficos aproximados de
diferentes funciones polinémicas”. Dentro de las actividades propuestas se hace referencia
a la funcion cuadratica pero no de manera especifica. Se considera este contenido como
conocido, y las actividades propuestas no explican o desarrollan los contenidos referidos a
este tipo de funciones sino que se incluyen como actividades de aplicacion pero de todo
tipo de funciones polinémicas.

Algo similar ocurre con la otra secuencia didactica que no se ha considerado, denominada
“Analisis de las funciones polinomicas”. En su resumen inicial indica: “En esta seccion se
trabajara con funciones polinémicas, con correspondencia entre graficos y formulas de la
funcién polindémica. El objetivo es interpretar graficos e identificar raices, conjuntos de
positividad y negatividad de una funcion”. También se incluyen actividades que resultan de
aplicacion de contenidos relativos a funciones polindmicas en general, no especificamente

referidos a las funciones cuadraticas.

4.1.2 Secuencia “Funcion Cuadratica”

La secuencia seleccionada, de acuerdo con los criterios presentados en el apartado 3.2,
para trabajar posteriormente con los estudiantes del Profesorado en Matematica presenta
tres actividades y una actividad de cierre. En los cuatro subapartados siguientes (4.1.2.1 a
4.1.2.4) se muestran sus enunciados y se realiza un breve analisis descriptivo-interpretativo
de las mismas, efectuado por la tesista previo al desarrollo de la segunda etapa de la

investigacion.
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4.1.2.1 Actividad 1

1) Antes de comenzar, analicen junto con el docente la siguiente informacion sobre
la funcion cuadratica:

- Toda funcion cuadratica se puede expresar de la siguiente forma:
f(x) =ax® +bx+c, donde a, b y ¢ son nimeros reales y a=0. Esta forma de
escribir a la funcion cuadratica se denomina polinémica.

- El gréfico de una funcion cuadrética estad formado por puntos que pertenecen a
una curva llamada parabola. Miren el gréafico y vean los elementos que se
distinguen en él:

Parabola

Veértice!
!

Raices (raiz; y raizy): las raices o ceros de la funcion cuadratica son aquellos
valores de x para los cuales la expresion vale 0. Gréaficamente, las raices
corresponden a las abscisas de los puntos donde la parabola corta al eje x.

Podemos determinar las raices de una funcion cuadratica igualando a cero la
funcion f(x)=0 y asi obtendremos la siguiente ecuacion cuadrética:

—b++/b® - 4ac

2a
Eje de simetria (eje): representa la recta vertical simétrica con respecto a la
parabola.
El eje de simetria de una parabola puede determinarse mediante la siguiente

ax’ +bx+c=0

Para calcular las raices se utiliza la siguiente formula: x =

., X, +X , . Lr
expresion: x = 172 donde x, y x, son las raices de la funcion cuadratica.

Vértice (vértice): el vértice de la pardbola esta ubicado sobre el eje de simetria y es
el Unico punto de interseccion de la parabola con el eje de simetria. A la coordenada
x de este punto la llamaremos x, y a'y, y,. El vértice de la parabola vendra dado

por las siguientes coordenadas: V = (x, ; v, ).
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Las coordenadas del vértice también pueden hallarse analiticamente por las
siguientes expresiones:

. . ., . . , X; + X
El valor x, se obtiene con la misma expresion que el eje de simetria: x, = +—=2

Una vez obtenido el valor x, podemos determinar vy, evaluando la funcion
cuadratica y, = f(x,)

2) A partir de lo analizado anteriormente, contesten las siguientes preguntas:

a) ¢Una funcion cuadratica tendra siempre dos raices?

b) ¢El gréfico de la funcién cuadratica sera siempre una parabola concava (con las
ramas hacia arriba), como se muestra en el gréafico?

La primera actividad esté dividida en dos items (1 y 2).

En el primero (1) los alumnos a los que esta dirigida esta secuencia solo deben leer la
informacion que se suministra e interpretarla.

Aparece alli la definicion de una funcion cuadratica a partir de su expresion polinomica, el
grafico de una funcién genérica y el nombre de la curva.

En el grafico se sefialan sus elementos principales: las raices, el eje de simetria, el vértice
de la parabola y la ordenada al origen. Se definen luego esos elementos principales y se
indican las formulas a través de las cuales se pueden calcular las raices o ceros de la
funcidn, el eje de simetria y el vértice.

No se consideran los contenidos previos con los que cuentan los alumnos, o al menos no se
lo explicita en el enunciado. Se incluye, por ejemplo, la definicion de raiz o cero de una
funcidén, como si fuera la primera vez que los alumnos vieran este concepto.

Si bien el grafico es genérico, se presenta como el Unico posible para una funcion
cuadrética, o al menos no se detalla en forma explicita que podrian presentarse distintas

situaciones, si bien siempre su representacion grafica correspondera a una parabola.
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En el caso de la definicion de las raices de la funcién, se indica que al igualar a cero la
expresion polindmica correspondiente a una funcion cuadrética, se obtiene lo que denomina
una ecuacion cuadratica, y se presenta la formula para calcular dichas raices. No se indica
el modo en que se puede deducir la férmula para calcular los ceros ni se obtiene a partir de
la resolucién de algunas ecuaciones cuadraticas.

Se sefiala, al definir el concepto de raiz, como si existieran siempre dos valores que lo
verifican. No se analiza en esa primera definicion las condiciones que deben verificar los
coeficientes de la expresion polindmica para que sea posible utilizar esa formula. En el
ejemplo de la representacion grafica se muestra un caso particular: dos raices reales
distintas con concavidad positiva.

De manera similar, se define el eje de simetria sin dar la posibilidad a los alumnos de
deducir la simetria que la curva presenta, y se indica una férmula para calcular ese eje, sin
permitirles que la deduzcan. Tampoco se aclara que esa formula solo es posible utilizarla en
el caso de que la funcion tenga raices reales. Se insiste en presentar el ejemplo como si se
pudiera generalizar, tratando a los ceros de la funcion como valores reales y distintos entre
Si.

Algo similar sucede con el vértice de la parabola ya que se indica como Unica forma de
calcularlo una formula similar a la del eje de simetria. Conocido el valor de la abscisa, los
alumnos podrian deducir el valor de la ordenada, en lugar de indicarselo también a modo de
definicion.

Luego de haberse realizado ese primer item (1), en el que los alumnos deberian haber leido

e interpretado la representacion gréfica, las definiciones y formulas dadas, se presenta un
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segundo item (2) con preguntas que los alumnos deberian responder acerca de la cantidad

de raices y de la concavidad.

A diferencia del primer item (1), en este caso se trata de preguntas abiertas, sin indicaciones

explicitas sobre su resolucion.

Acerca de la pregunta sobre la cantidad de raices, entre posibles actuaciones estudiantiles,

podria presentarse que:

- a partir del grafico dado, imaginen que si el mismo se desplazara en distintas regiones
del plano, se observaria que puede no tener interseccion con el eje X, o que la
interseccion podria ser un unico punto;

- se basen en la formula dada y analicen las condiciones para poder utilizarla, deduciendo
asi que no podrian obtenerse raices reales en algunos casos, 0 que podria obtenerse un
unico valor, en otros;

- empleen un software que les permita graficar distintos ejemplos de funciones y
visualizar graficamente lo que sucede con las raices o ceros de una funcién cuadratica.

Si en este punto surge la posibilidad de que la funcion cuadratica pueda no tener raices

reales, queda pendiente analizar, o al menos no se explicita en el enunciado, el modo en que

se pueden calcular el vértice y el eje de simetria en esos casos.

Algo similar a lo analizado ocurre con la otra pregunta que se incluye en este item. Si antes

no hubiera surgido en los alumnos la posibilidad de cuestionarse acerca de la concavidad

del grafico, es en este punto donde se los interroga sobre eso. Puede suponerse que los
alumnos responderan acerca de la posibilidad de que la curva presente una concavidad
negativa; de manera similar a lo comentado en el item anterior acerca de los

desplazamientos que podria tener la curva, también podrian imaginar en este caso que la
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curva quede con sus ramas orientadas hacia abajo, ya que en el mismo enunciado se les
menciona que al gréfico presentado se lo considera con sus ramas hacia arriba. Solo desde
este aspecto grafico, no es de esperarse que los alumnos puedan deducir cuéles son las
condiciones en la expresion polinébmica que se relacionan de manera directa con la
concavidad de la curva, si bien tampoco es lo que se pide en el enunciado.

Si los alumnos realizaran distintos ejemplos y graficos como complemento para el analisis
de lo pedido, podrian llegar a alguna conclusion acerca de la relacion entre la expresion
polindmica y la concavidad. Esto podria realizarse con la ayuda de un software, aunque tal

como se indicd antes, no esta expresamente pedido.

4.1.2.2 Actividad 2

1) ¢Cuéles de las siguientes son funciones cuadraticas?
a) f(x)=2(x—3)" —5(2x+3)+8x(3-2x)
b) g(x)=4x*-3(x-6)—(2x—-3)° +5x -8
c) h(x) = 6x—3x(x+5)-2(x-1)3-x)+6

d) t(x)=2(x—1)2—2x x+2)+5

Utilizando el programa Geogebra, instalado en sus equipos portatiles, grafiquen las

funciones cuadraticas encontradas. Luego sefialen las raices, el vértice y su eje de

simetria.

2) Grafiquen las siguientes funciones cuadraticas:

a) f(x)=x*>-2x-1

b) f(x)=x*+2x+1

c) f(x)=x*—-2x+2

A partir de los gréaficos realizados anteriormente, contesten:

a) ¢Existe diferencia entre los graficos? Justifiquen su respuesta.

b) ¢Cuantas raices tiene cada funcién?

c) ¢Se puede encontrar el vertice sobre la recta x en alguna de las funciones?

d) ¢Alguna de las funciones no corta en el eje x? De ser asi, indiquen cuanto valen
sus raices.
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La segunda actividad también esté dividida en dos items (1 y 2).

En el primero (1) se indican las expresiones polindmicas de algunas funciones, con el
objeto de que los alumnos reconozcan cual/es de ellas corresponde/n a una funcion
cuadratica; es decir, deben reconocer si las expresiones polinébmicas corresponden a un
polinomio de segundo grado, aun cuando estén expresadas de distintas maneras.

En principio, todas las expresiones podrian parecer polinomios de segundo grado, pero
deberia analizarse mejor cada una de ellas y hallar expresiones equivalentes a las dadas con
el objeto de identificar si corresponden o no a polinomios de segundo grado.

En los ejemplos dados:

f(x) = 2(x—3)* —=5(2x + 3)+8x(3 - 2x) - f(X)=-14x" +2x+3
g(x) = 4x* —=3(x—6)—(2x —3)° +5x -8 -  g(x)=14x+1
h(x) = 6x —3x(x+5)—2(x —1(3—x)+ 6 - h(x)=-x* -17x+12
t(x) = 2(x —1)° —2x(x+2)+5 - t(X)=-8x+7

Se pueden rever a partir de esta actividad los conceptos relativos a la factorizacién de
expresiones algebraicas, el desarrollo de dichas expresiones y todo lo relativo al manejo
algebraico de expresiones equivalentes a una dada. Los alumnos pueden reconocer de este
modo si las expresiones que se indican en el enunciado corresponden o no a funciones
cuadraticas.

Se pide luego como parte del mismo item (1) que grafiquen “las funciones cuadréticas
encontradas” (tal como se indica en el enunciado) en GeoGebra e identifiquen algunos de

los elementos principales.
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No se provoca una comparacion con las expresiones dadas inicialmente en tanto ambas

tienen la misma representacion grafica.

De las funciones dadas en el enunciado, las dos que resultan ser cuadraticas tienen

concavidad negativa, lo cual podria reforzar el cierre de la actividad anterior (4.1.2.1). En

caso de no haber podido concluirlo, en este punto los alumnos podrian caracterizar las

expresiones dadas con el objeto de analizar cuando las ramas de la parabola quedan

orientadas hacia abajo.

No se detalla el modo en que los alumnos podrian “sefialar” (tal como se pide en el

enunciado) en el grafico los elementos pedidos: raices, vertices y eje de simetria.

Entre las posibles actuaciones estudiantiles para la obtencion de los ceros de la funcion

utilizando GeoGebra, de acuerdo con lo expresado en la consigna, se encuentran:

- empleo del comando Raiz[<Polinomio>];

- utilizacion del icono Interseccion de Dos Objetos (eje X — parabola) en la Barra de
Herramientas;

- aplicacion de la formula dada en el item 1 de la Actividad 1 (4.1.2.1) actuando el
software como calculadora. Para ello, seria necesario que los alumnos obtengan en cada

caso, a partir de las expresiones dadas en el enunciado, la expresion equivalente del tipo
f (x) = ax® +bx+c. Si bien no se realiza expresamente ninguna indicacion acerca del

modo en que se pueden hallar las raices, podria haberse pedido esta resolucion analitica
ademas de la grafica, a fin de corroborar los resultados.
Se pide también que se sefiale el vértice de la parabola. Hasta lo que los alumnos conocen

por haber resuelto la actividad anterior, pueden hallar las coordenadas del punto
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analiticamente a través de la formula dada, pero esto solo sirve en los casos en que la
funcion tiene raices reales.

También en esos casos los alumnos pueden hallar el vértice graficamente utilizando algunas
de las herramientas que tiene el programa GeoGebra. Por ejemplo, hay un icono en la Barra
de Herramientas que es Punto Medio o Centro, que puede servir si la funcién tiene raices
reales distintas.

En el caso de las funciones cuadraticas encontradas, siguen siendo ejemplos que tienen dos
raices reales distintas. Esto podria interpretarse como una forma de seguir reforzando y
practicando lo visto en el item 1 de la actividad 1 (4.1.2.1), pero también como un potencial
sesgo si se llegara a entender como el Unico caso posible.

Para obtener las coordenadas del vértice podrian, también utilizando alguna de las
funciones que tiene incluidas el programa, hallar el maximo o el minimo de la funcion, que
corresponde al vértice en una funcion cuadratica, pero hasta este momento de las
actividades nunca se menciono ni se relaciono explicitamente un concepto con el otro.

Se pide también a los alumnos identificar el eje de simetria, para lo que se podria realizar
un analisis similar al caso del vértice de la parabola.

En el item 2 de esta actividad se da a los alumnos tres funciones, definidas a partir de
expresiones del tipo f(x) =ax® +bx+c,y se les pide que realicen el grafico. No se detalla

en el enunciado si al grafico lo pueden realizar con el programa GeoGebra, como en el item
anterior, o si se espera que los alumnos puedan realizar el grafico por sus propios medios

(manualmente, otro programa, etc.). Por ejemplo, podrian armar a mano una tabla de
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valores, a partir de algunos tentativos aleatorios, o podrian identificar los elementos

principales, anteriormente definidos, y que el grafico se realice a partir de ello.

Se incluyen ademas cuatro preguntas, a) a d) en el enunciado del mismo item 2:

a)

b)

¢ Existe diferencia entre los graficos?

La pregunta resulta algo amplia y podria hacer referencia a aspectos muy variados.
Podria indicarse de manera mas especifica qué es lo que se quiere preguntar o sobre qué
se quiere trabajar.

No existen diferencias si se hace referencia a que todas las funciones dadas son
cuadréticas y sus graficos son pardbolas. Habiéndose hecho antes referencia a la
concavidad, todas tienen la misma concavidad, positiva. Todas tienen el mismo
coeficiente principal, por lo que no varian entre ellas la abertura de la parabola, si bien
es probable que los alumnos no hagan referencia a este aspecto porque no fue analizado
ni indicado anteriormente.

Teniendo en cuenta el vértice y el eje de simetria, todas tienen ejes y vértices diferentes.
Si se hace referencia a las raices o intersecciones con el eje de abscisas, cada una de las
tres funciones dadas corresponde a un caso distinto: una tiene dos raices reales distintas,
otra tiene una raiz real doble y la restante no tiene raices reales.

¢ Cuantas raices tiene cada funcion?

Esta segunda pregunta puede resultar algo redundante si se supone que ya se realizo el
analisis en la pregunta anterior, porque era el aspecto principal por el que se
diferenciaban cada una de las funciones dadas. Por otro lado, puede suponerse que
incluir esta pregunta es para que obligatoriamente se analice este aspecto, si antes no se

lo hubiera hecho.
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c)

d)

¢Se puede encontrar el vértice sobre la recta x en alguna de las funciones?

Se podria rever la pregunta, ya que la respuesta puede ser solo afirmativa. Surge de
manera natural, a partir de los gréaficos realizados, que algunas parabolas pueden tener su
vértice en el eje X, pero no se pide ningun analisis o justificacion adicional.

Se podria relacionar la ubicacion del vértice con respecto a la cantidad de raices.

Se podria también pedir en ese analisis que se considere la ubicacién del vértice, en
relacion con la cantidad de raices, cuando la concavidad es negativa.

¢Alguna de las funciones no corta en el eje X? De ser asi, indiquen cuanto valen sus
raices.

Por un lado, nuevamente la pregunta puede ser algo redundante. Ya se indicé antes la
posibilidad de que una funcion cuadratica pueda no tener raices reales, y que en
consecuencia, no corte al eje X. No se entiende por qué se pide que calcule el valor de
las raices, si se refiere a hallar la expresion del nimero complejo, como tampoco esta
claro que en este punto los alumnos puedan conocer los nimeros complejos, ya que en
general, el contenido referido a las funciones cuadraticas se desarrolla antes del

contenido referido a los numeros complejos.

Esta actividad se inici6 pidiendo que se identifiguen cudles de las funciones dadas

corresponde a una funcion cuadrética. Si hasta ese punto solo se habia definido la funcion a

partir de su expresion polindmica, es de esperar que los alumnos trabajen con las

expresiones dadas, para obtener otras equivalentes, que respondan o no a la expresion

polindbmica a través de la cual se habian definido las funciones cuadraticas. Por ejemplo,

dada la funcién f(x) = 2(x —3)” —5(2x + 3)+8x(3—2x) quizas los alumnos encuentren su
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expresion equivalente f(x) =—-14x* +2x+3 para identificar que se trata de una funcion
cuadrética, pero ya que se estd haciendo referencia a expresiones algebraicas equivalentes,
no se esta aprovechando la posibilidad de relacionarlo con contenidos ya desarrollados:
partiendo de expresiones mas sencillas, podria hacerse hincapié en la relacion que existe
entre la expresion polinémica dada y las raices halladas. Por ejemplo si f(x) = 2(x —3)?
puede expresarse como f (x) = 2(x—3)-(x—3), hace mas sencillo el estudio y resolucion
de la ecuacion f(x)=0.

Luego se hace referencia a la ubicacion del vértice de la parabola respecto del eje X, y
también podria relacionarse la expresion de la funcién con la cantidad de raices, ya sean
simples o doble.

Esto, a su vez, puede relacionarse con otras formas de definir una funcion cuadrética, ya
que en la primera actividad se menciona la expresion polindmica, pero luego al menos de
manera explicita, no se mencionan las otras expresiones que existen, ni la candnica ni la

factorizada, en caso de tener raices reales.

4.1.2.3 Actividad 3

1) Utilizando el programa GeoGebra, grafiquen las siguientes funciones:
a) f(x)=-3x"+2x+1

b) g(x) :%x2 +3x-1

2) Una vez graficadas, determinen grafica y analiticamente los siguientes
elementos: raices de la funcién, el vértice, el eje de simetria y la ordenada al
origen de las funciones.

a) ¢Cual es el punto de interseccion entre las funciones? ¢ Como podrian calcularlo
analiticamente?

100



3) Hallen la expresion que cumpla con los siguientes requisitos:
a) Su grafico pasa por el punto (3;-1) y su vértice es el punto V = (- 2;3)
b) Su gréfico interseca al eje y en (0;7) y su vértice es el punto V = (3;2)

La tercera actividad esta dividida en tres items (1, 2 y 3).

En el primero de ellos (1) solo se tienen que graficar dos funciones cuadraticas utilizando el
programa GeoGebra.

En el segundo item (2) se tienen que hallar gréfica y analiticamente los elementos
principales de cada funcidn del item anterior: las raices, el vértice, el eje de simetria y la
ordenada al origen.

Se pregunta en el mismo item:

¢Cual es el punto de interseccion entre las funciones? ¢Como podrian calcularlo
analiticamente?

Como la segunda pregunta hace referencia a la parte analitica, puede suponerse que la
primera pregunta podria responderse graficamente. No se entiende si es intencional o no
que se pregunte por “el punto de interseccidon”, como si se tratara de un Unico punto,
cuando en este caso son dos los puntos de interseccion de las dos funciones dadas.

Si a partir de esta actividad se tiene la intencion de abordar lo relativo a las intersecciones
entre funciones cuadraticas, podria haberse ahondado en algunas otras preguntas que hagan
referencia, por ejemplo, a las distintas situaciones que podrian darse: funciones cuadraticas
que no tengan ningun punto de interseccion entre si 0 que tengan un Unico punto de

interseccion entre ellas; también, ejemplos de graficos con distintas variantes.
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El tercer item (3) no se relaciona de manera directa con los items anteriores, ya que se pide
hallar la expresién de una funcién cuadratica conociendo un punto de la pardbola y las
coordenadas de su Vértice.

Los dos ejercicios dados (a y b) plantean esa misma situacion, excepto que en uno de ellos
el punto conocido es la ordenada al origen.

El software GeoGebra no incluye una funcién que indique la expresion de la ecuacion
dados el vértice y un punto, por lo que en un principio los alumnos deberian resolver esta
actividad analiticamente. Podria luego utilizarse el programa para graficar las curvas
correspondientes a las expresiones halladas y verificar los resultados obtenidos.

Para resolver analiticamente este item debe considerarse que conocido el vértice —y en
consecuencia el eje de simetria— y otro punto de la curva, pueden deducirse las coordenadas
de otro punto, simétrico al dado. Conocidos ahora tres puntos que pertenecen a la curva,
puede hallarse la expresion analitica de la funcion cuadrética.

Los alumnos tienen que poder interpretar que, por ejemplo, si utilizan la expresion
f (x) =ax® +bx+c, y un punto que pertenece a su grafica, pueden deducir una condicion
que debe verificarse. Asi, por ejemplo, que el punto (3;—1) pertenezca al grafico, puede
indicarse como 9a-+3b+c=-1. Considerando los tres puntos con los que se cuenta,
podran resolver un sistema de ecuaciones. Para ello, los alumnos deberian conocer
previamente como resolver el sistema que resulta, o puede ser el objetivo de esta actividad
que deduzcan los valores de los coeficientes que resultan solucion al sistema dado.

También pueden utilizar el software GeoGebra: en Vista CAS — Calculo Simbolico. Se

cuenta con la sentencia Soluciones[{ecuacionl, ecuacion2}{variablel, variable2}] que
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resuelve un sistema de ecuaciones, pudiendo esto ampliarse a la cantidad de ecuaciones y
variables que sean necesarias.

Como se indico, no fueron desarrolladas, al menos explicitamente a través de las
actividades dadas, las distintas expresiones con las que puede representarse una funcion
cuadratica. Solo se indico, al comienzo de la primera actividad, la expresion polinémica del
tipo f(x)=ax® +bx+c. Puede quedar a cargo del docente que implemente las actividades
desarrollar las otras expresiones equivalentes. Si los alumnos conocieran la expresion

canonica de la funcion cuadratica f(x) = a(x— X, )2 +Y,, la resolucion de este ultimo item

puede ser mucho mas inmediata, a partir de los datos dados.

Cuando se da en el enunciado el vértice de la parabola y la ordenada al origen, también
resulta mas sencilla la resolucion ya que, ain utilizando la expresion polindmica, uno de los
coeficientes se conoceria de forma inmediata. Teniendo en cuenta esa variable que facilita
la resolucidn, los ejemplos podrian haberse dado en otro orden, siendo este el primer caso a

resolver, y dejando luego el otro que resulta algo mas complejo.

4.1.2.4 Actividad de cierre

1) Reunidos en grupos de dos o tres alumnos, investiguen en Internet o en otras
fuentes la biografia del matematico Mohammed ibn Musa al-Khwarizmi.

2) Analicen en qué consiste el método utilizado por este matematico para resolver
ecuaciones cuadraticas. Discutan con sus comparieros y el docente la forma en
que se obtienen las raices de la ecuacion cuadratica.

3) Consideren la siguiente funcion cuadratica: y=3x*—-2x—1. Encuentren sus

raices, segun el método investigado, y luego hallen el vértice y la ordenada al
origen. Con estos datos realicen en papel un grafico aproximado.
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Aparece al final una actividad que se denomina Actividad de cierre, dividida en tres items
(1,2y3).

En el primero (1) se pide a los alumnos que se distribuyan en grupos, de dos o tres
integrantes, y que investiguen la biografia del matemético Mohammed ibn Musa al-
Khwarizmi. Como solo en esta actividad se indica de manera explicita la distribucion en
grupos, se puede sobreentender que las anteriores se resolvieron de forma individual.

En el segundo item (2) se pide que analicen el método utilizado para resolver ecuaciones
cuadréticas. Basicamente, podria resumirse en que el método propuesto por Mohammed ibn
Musa al-Khwarizmi se relaciona con la idea de completar cuadrados, pudiendo resolverse
incluso geométricamente, a partir del area entre figuras, cuadradas y rectangulares. En los

documentos encontrados, este matematico resuelve de manera grafica y analitica (pero lo

analitico lo va desarrollando en lenguaje coloquial, paso a paso) la ecuacion x* +10x = 39.

Propone como resolucion:

“Por ejemplo, para resolver la ecuacion x> +10x = 39, escribe: un cuadrado y diez raices
son iguales a 39 unidades. Entonces, la pregunta en este tipo de ecuacion es
aproximadamente asi: cuél es el cuadrado que, combinado con diez de sus raices, dara una
suma total de 39. La manera de resolver este tipo de ecuacion es tomar la mitad de las
raices mencionadas. Ahora, las raices en el problema que tenemos ante nosotros son diez.
Por lo tanto, tomamos 5 que multiplicadas por si mismas dan 25, una cantidad que
agregaras a 39 dando 64. Habiendo extraido la raiz cuadrada de esto, que es 8,
sustraemos de alli la mitad de las raices, 5, resultando 3. Por lo tanto el ndmero tres
representa una raiz de este cuadrado .

El ejemplo que puede encontrarse desarrollado por el matematico Mohammed ibn Musa al-

Khwarizmi, no resulta sencillo adaptar a la resolucion del ejemplo propuesto en el tercer
item (3) de la actividad y=3x*—-2x—1. Si se hace hincapié en la resolucion gréfica a

partir de figuras geométricas, no es elemental como se va a considerar la expresion
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3x* —2x ya que en el caso de ser una suma, se considera la suma de un cuadrado y un
rectangulo; la suma de sus areas se interpreta graficamente como una nueva figura, donde
la suma de las areas representa el area total de la nueva figura, pero no resulta inmediato en
el caso de una resta.

La resolucion indicada por el matematico hace mencién a que la expresion x> puede

interpretarse como un cuadrado de lado x. Podria de manera sencilla interpretarse que una
expresion como por ejemplo 4x> se corresponde con un cuadrado de lado 2x. Pero, en

consecuencia, no resulta sencillo interpretar la expresion 3x? que aparece en el enunciado.

Los alumnos podrian recurrir a  expresiones equivalentes tales como
) , 2 1 . ] Lo, 2 1
3X°—2x-1=3-| X _§X_§ para trabajar asi con la expresion x —§x—§ que queda

similar a lo analizado anteriormente.

Como no resulta inmediata la resolucién de la expresién dada en este Gltimo item (3)
respecto de lo desarrollado anteriormente, podria ser el objetivo de esta actividad que los
alumnos tengan que resolver un problema, justamente que no resulte similar a los
anteriores. Queda a criterio del docente dar a los alumnos el espacio y el tiempo para que la
puedan resolver, con todo lo que ello implica en cuanto a lo relativo a la resolucion de un
problema, o ir resolviendo distintos ejemplos, a fin de ir incorporando de manera gradual
las variables que van complejizando el problema: por ejemplo, habiendo resuelto

x* +10x = 39 podria luego resolverse una ecuacion como x* +10x =30 donde la solucion

no resulte un numero entero; la ecuacion x*—10x =39 para interpretar grafica y
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analiticamente la resta de los primeros términos en lugar de la suma; una ecuacién como

4x* +10x = 39 para interpretar el rol del coeficiente principal, y asi otros ejemplos.
Resulta importante también analizar junto con los alumnos que la resolucion de
Mohammed ibn Musa al-Khwarizmi, por estar directamente vinculada con lo geométrico,

solo considera la solucion positiva de la ecuacién cuadréatica, pero no menciona la negativa.

No se explicita en la secuencia el tiempo que se estima destinar a la resolucion de las
actividades.

En el portal educ.ar se indica, junto a la secuencia didactica: “En esta seccion estudiaremos
los diferentes elementos que componen el grafico de una funcién cuadratica como lo son el
eje de simetria, el vértice y sus raices. En las actividades los alumnos graficaran diferentes
funciones cuadraticas utilizando el programa GeoGebra, y deberan reconocer el eje de
simetria, el vértice y las raices de diferentes funciones”.

Tal como se menciona en esa introduccion, no se desarrollan todos los contenidos relativos
a las funciones cuadraticas, sino la identificacion y calculo de algunos elementos
principales de su grafica.

Ya que las actividades se circunscriben de manera practicamente exclusiva de la gréafica de
las funciones cuadraticas, y se incluyd el analisis de la concavidad, podria haberse
considerado el andlisis de la abertura de la grafica y de su relacién con la expresion de la
funcion.

Esto también se relaciona con el hecho de haberse mencionado la ordenada al origen como

uno de los elementos de la gréfica, pero no se vincul6 de manera explicita con la expresion

106



polindmica con la que se definid la funcion cuadratica al comienzo de la secuencia. Es

decir, podria haberse analizado con mayor profundidad la relacion que existe entre la
expresion polinémica del tipo f(x)=ax’+bx+c y la influencia de algunos de los

coeficientes en el gréafico de la funcion.

Podria haberse afianzado a través de distintos tipos de actividades el pasaje y la relacion
entre los distintos tipos de expresiones o registros que pueden aparecer: coloquial, tabular,
gréafico, simbdlico.

Resulta poco aprovechado el software GeoGebra como herramienta didactica en la
resolucion de actividades, reduciéndolo casi exclusivamente a la funcién de graficador.

Cuenta con mucho més potencial y esta poco explotado el caracter dindmico del programa.

4.2 Segunda etapa de la investigacion

Los resultados relativos a la segunda etapa de la investigacion se presentan divididos en dos
subapartados.

En el primero se describen las observaciones realizadas durante la resolucion que los
estudiantes del Profesorado en Matematica desarrollaron de las actividades incluidas en la
secuencia didactica “Funcion Cuadratica” seleccionada del sitio educ.ar.

En el segundo subapartado se presenta el andlisis que los estudiantes realizaron acerca de

cada tarea y la puesta en comun realizada sobre la propuesta escogida del portal.

107



4.2.1 Resolucién de las actividades de la secuencia “Funcion Cuadratica”

por parte de los estudiantes del Profesorado

Al comenzar la clase los estudiantes del Profesorado en Matematica distribuidos por grupos
estuvieron leyendo la propuesta de actividades entregada. Los primeros 15 — 20 minutos
aproximadamente se centraron en un analisis “verbal” de las actividades, sin resolverlas por
escrito. Conversaban mucho entre los integrantes de cada grupo, pero sin haber resuelto
puntualmente cada actividad.

En uno de los grupos (identificado como Grupo 1) comentaron que la Actividad 1,
explicitada en el subapartado 4.1.2.1, no se basa en los contenidos previos, que comienza
de manera muy general a definir funciones cuadréticas sin repasar otras funciones vistas
previamente, como es el caso de las funciones lineales por ejemplo.

En el Grupo 4 comentaron que no estaban de acuerdo con el gréfico que se adjunta en la
Actividad 1, donde aparecen identificados algunos elementos principales de las funciones
cuadraticas y se los define, pero sin “un valor concreto” como ejemplo. Mencionaron que
ellos le hubieran dado un valor numérico a las raices o a las coordenadas del vértice.

En general, del mismo analisis que surge de la Actividad 1, se entremezcla la opinion de
cada alumno respecto de como lo hubiera hecho. En cada grupo hay al menos un alumno
que tiene alguna experiencia previa relativa a la docencia; en algunos casos solo dando
clases particulares, y en otros casos habiendo trabajado en escuelas por periodos breves
cubriendo alguna suplencia del docente titular del curso. De ahi que algunos de ellos

tienden a querer indicar el modo en el que ellos hubieran presentado el tema y la actividad
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introductoria. En particular, el Grupo 1 es el que mas se extendié en lo relativo a la
Actividad 1 y en cémo ellos variarian la propuesta.

En el Grupo 3 se observa cierta “separacion” dentro de los integrantes. Dos de las alumnas
estan aun leyendo y analizando lo pedido en la Actividad 1, mientras que la otra integrante
estd comenzando a realizar algunos graficos en GeoGebra, en principio no correspondientes
con ninguna de las actividades puntualmente incluidas en la guia. Las integrantes que aun
estan analizando la primera de las actividades sefialan que, cuando se define eje de simetria
en la propuesta del portal educ.ar, no se aclara que esa forma de calcularse no es general y
que en algunos casos (cuando las funciones cuadraticas no tienen raices reales) no va a
poder utilizarse ese calculo propuesto.

En el Grupo 2 también hay cierta ‘“separacion” entre los integrantes del grupo,
especialmente en uno de ellos, que escribe de manera mucho mas detallada que los demas
la resolucidén de cada actividad. De manera similar a lo comentado respecto de otros grupos,
mientras que los demas integrantes debaten en forma oral acerca de la introduccion al
contenido, este escribe las resoluciones.

El item 1 de la Actividad 2, explicitada en el subapartado 4.1.2.2, se presta mas que el
anterior a que necesiten escribir su resolucion para poder dar una respuesta a lo pedido,
aunqgue en la mayoria de los casos solo resuelven los primeros ejemplos y, a partir de ellos,
generalizan la idea acerca del objetivo de la actividad.

La integrante del Grupo 1 que habia comenzado a realizar algunos gréaficos en GeoGebra
resuelve con el programa esta actividad. Responde lo pedido acerca de identificar cuales de

las funciones dadas corresponden a funciones cuadréticas, solo a partir de lo observado en
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el grafico de cada funcion: si al introducir la expresién en GeoGebra su gréafico es una
parabola, indica que se trata de una funcion cuadrética.

El inconveniente surgio en el tercero de los items de la Actividad 2: al introducir la
expresion de la funcion dada, si no se cambia la escala del gréafico, puede malinterpretarse
el resultado porque no se visualizan algunos elementos principales de la parabola (vértice,
raices, por ejemplo). Cuando el docente se acerca a observar el trabajo del grupo y le
consulta sobre ese resultado, las otras integrantes comentan sobre la expresion equivalente
que se puede obtener, y alli surge conversar entre las integrantes acerca de la resolucion que
cada una ha realizado, y la integrante que esta trabajando con el software comprende la
resolucion analitica que las demas realizaron.

Algo similar sucede en el item 2 de la Actividad 2, donde tratan de dar respuesta a las
preguntas que alli aparecen, valiéndose de los conocimientos con que cuentan. Les cuesta
resolver puntualmente toda la actividad o todos los items que aparecen e intentan dar una
respuesta en forma oral teniendo en cuenta sus conocimientos previos acerca de la cantidad
de raices que puede tener una funcion cuadratica. En general tratan de “ayudarse” entre
ellos, haciendo que al menos uno de los integrantes de cada grupo realice los gréaficos que
se piden y el resto visualiza lo obtenido.

En la Actividad 3, explicitada en el subapartado 4.1.2.3, resulta més notorio que los
estudiantes tratan de dar una respuesta y hacer un analisis de la misma, sin realizar su
resolucion sino a través de la lectura del enunciado. En esta actividad se acentda lo
comentado acerca de algunos integrantes en dos de los grupos (Grupo 2 y Grupo 3) que
trabajan de manera mas individual, queriendo resolver de manera mas completa o detallada

la actividad para poder dar respuesta a lo pedido. Por una cuestién de tiempo, no llegan a
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resolver todo lo pedido mientras sus compafieros toman apuntes acerca del andlisis que
podria realizarse sobre la actividad.

Respecto de la Actividad de Cierre que se presenta en la propuesta, explicitada en el
subapartado 4.1.2.4, ninguno de los estudiantes conoce la biografia del matematico
Mohammed ibn Musa al-Khwarizmi ni el método que se menciona para resolver
ecuaciones cuadraticas. Todos los grupos pudieron consultar alguna pagina en Internet que
presentara este método de resolucién y se ayudan entre los integrantes para comprenderlo,
donde siempre alguno explica a los otros lo entendido.

Uno de los integrantes del Grupo 1 pasa de manera espontanea al pizarron para explicar a
dos de sus compaferos acerca de lo que habia leido. Durante la explicacién se suman
también dos de los integrantes del Grupo 2 y todos coincidieron en haber comprendido el
modo en que aparece resuelta una ecuacién cuadratica y el método utilizado.

Ningun grupo resuelve en clase uno de los items propuestos dentro de la Actividad de
Cierre, donde se propone la resolucién de otra ecuacion cuadratica, siguiendo el método
anterior.

Si bien durante la clase se fue haciendo alguna breve puesta en comun acerca de lo que
cada grupo habia ido comentando sobre cada actividad, sobre el final de la clase se recuerda
a los alumnos que a la clase siguiente traigan sus comentarios para hacer un analisis y
reflexion general entre los grupos acerca de lo que habian trabajado.

Los alumnos que habian estado en el pizarrdn conversando acerca del método geométrico
de resolucion de una ecuacién cuadratica se quedan después de hora, mientras los otros
grupos ya se retiraron. Se quedaron pensando si existe un método también grafico de

resolucién de una ecuacion de tercer grado. Si bien no llegaron a una respuesta, ensayaron

111



una resolucion similar a la que se realiza como interpretacién geométrica del cubo de un

binomio.

4.2.2 Puesta en comun acerca de la resoluciéon de las actividades

Durante la clase siguiente, de dos horas catedra de duracion y que se desarrollé durante la
semana siguiente, se realizo en forma oral una puesta en comun acerca de las resoluciones
de las actividades propuestas y de la reflexion didactica que de ellas surgieron.

Desde la primera Actividad los estudiantes expresaron su inquietud acerca de la forma de
introducir un nuevo contenido y su relacion con los contenidos previos. Algunos
integrantes de cada grupo manifestaron sus opiniones sobre como desarrollarian el
contenido Funcion Cuadratica.

Pudo notarse, en general, una vision un poco “simplificada” ya que propusieron la
ensefianza de una manera segun ellos “sencilla” y “transparente”. Fue posible advertir
como dificultoso situarse en el lugar de los alumnos de nivel secundario, comprender las
dificultades que podrian presentarse o los obstaculos con que podrian encontrarse.

Por ejemplo, uno de los integrantes del Grupo 1 comentd que, teniendo experiencia en el
dictado de clases particulares, suele desarrollar este contenido de un modo, mientras que
otro de los integrantes del mismo grupo dijo que lo haria de otro modo. Se preguntaron
entonces ““;cudl es la mejor opcion?”. De este modo tendieron a simplificar el andlisis y la
ensefianza de un contenido, como Funcidén Cuadratica en este caso, a la eleccion de un
unico modo de hacerlo, alegando que una forma de secuenciar las actividades puede

resultar en todos los casos mejor que otra.
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Todos los grupos coincidieron en que se basarian en los contenidos previos con que

deberian contar los alumnos, mencionando el tema de Funciones y sus graficas,

Ecuaciones, Polinomios y Funcién Lineal como caso particular de una funcién polinémica.

Comentaron que no se visualiza, al menos de forma explicita, la revision de estos

contenidos en la secuencia analizada.

La manera de introducir el nuevo contenido es lo que gener6 el mayor “debate” e

intercambio de opiniones:

- El Grupo 3 coment6 que no hubiera presentado el grafico de una funcién cuadréatica en
la primera actividad sino que hubiera tratado de que lo generen los alumnos a partir de la
resolucion de alguna actividad.

- El Grupo 4 hubiera comenzado por una actividad como la segunda, por ejemplo, para
que los alumnos reconozcan primero la ecuacion general de una funcion cuadréatica y
luego realicen su gréfico, destacando que lo harian con valores numéricos y no como se
presenta en la secuencia analizada.

- El Grupo 1 dijo que agregaria mas casos, donde se presente por ejemplo el coeficiente
principal negativo o el gréfico de pardbolas que no sean funciones.

- El Grupo 2 indic6 que no se incluyen muchos graficos en la secuencia, y que justamente
el Unico es el que aparece en la primera actividad, sefialando al igual que otro grupo, que
no estan de acuerdo con que no se identifiquen valores numéricos.

- Los integrantes del mismo grupo manifestaron ademéas que hubieran agregado la
expresion o formula de la funcion que se corresponde con el gréfico presentado; en lo
relativo a la primera actividad y a la forma de introducir el contenido, coincidieron en no

presentar un grafico “genérico” sino que presentarian la féormula relativa a una funcion

113



en particular, su grafico correspondiente y los elementos principales que caracterizan su

gréfica, identificados con sus valores numéricos.
Al continuar con el intercambio, el Grupo 4 mencion6 el modo en que introduciria el
concepto de raices de una funcion cuadratica: realizarian una revisién de lo visto en funcién
lineal como interseccion con uno de los ejes y luego presentarian “la formula resolvente”.
Aungue no lo indicaron de forma explicita, estarian coincidiendo con el modo en que se
presenta el tema en la secuencia analizada, excepto la relacion con una funcion
anteriormente vista. Indican que a partir de esa formula analizarian los casos que pueden
presentarse acerca de las raices de una funcion cuadratica.
El Grupo 1 hizo referencia a que agregarian actividades referidas a las distintas formas en
que se puede expresar una funcion cuadratica, ya que no se menciona en la secuencia
analizada la expresion candnica o factorizada.
Respecto de la expresion canonica, el Grupo 4 hizo referencia a que la introduciria a partir
de los desplazamientos de los graficos: comenzarian con la expresion f (x) = x> realizando
el grafico correspondiente en GeoGebra, para luego ir viendo sus desplazamientos, y
“llegar a la ecuacion completa”, haciendo referencia a la expresion polindmica de la
funcion cuadrética.
Todos los grupos coincidieron en que utilizarian un software como GeoGebra en el
desarrollo de los contenidos. Todos hicieron un enfoque muy centrado en la aplicacion del
programa a modo de graficador, casi como Unica herramienta, sin aprovechar otras

potencialidades que ofrece el software.
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Al efectuar comentarios globales de la actividad el Grupo 1 destacé que puede presentarse
una dificultad en la utilizacion de GeoGebra si los alumnos no conocieran previamente su
manejo, sus funciones, comandos, etc. Consideraron importante que primero sea el docente
el que realice una demostracion acerca de su uso, por ejemplo, mostrando la utilizacién de
deslizadores y los desplazamientos de las graficas de las funciones de acuerdo con la
variacion de algunos parametros.

El Grupo 2 consider6 que los primeros ejemplos a mostrar sobre el grafico de una funcion
cuadratica o los primeros ejercicios que se resuelvan referidos a este contenido, deberian
“realizarse manualmente”, es decir, sin la utilizacion del software en los primeros graficos
que se realicen.

Expresaron que quizas se estén considerando como contenidos previos que los alumnos de
Nivel Secundario ya conocen como realizar algunos graficos mediante una tabla, trazar una
gréafica a partir de algunos puntos obtenidos, manejo de coordenadas en los ejes cartesianos,
etc. Pero dado que se trata de una nueva funcién para ellos, no vista anteriormente, los
estudiantes del Profesorado consideran que primero podrian realizarse “en forma manual”
los primeros gréficos, y luego utilizar un software como GeoGebra.

Mencionaron luego la utilizacion del programa como un recurso de autoevaluacion, para
que el estudiante pueda corroborar con el software los resultados obtenidos cuando realiza
los gréficos a través de una tabla de valores.

En el Grupo 3, de manera similar a lo comentado en el anterior, indicaron que no hubieran
utilizado el software en los primeros graficos de la funcion, sino que “despertarian el
interés y la imaginacion” en los alumnos tratando de que ellos descubran el tipo de grafico

que resulta en el caso de las funciones cuadraticas.
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Comentaron que les resulto interesante la utilizacion de la computadora, tanto en el caso del
software GeoGebra como en la busqueda de informacion en Internet planteada
explicitamente en un enunciado, para que los alumnos descubran usos de la misma que no
sean solo juegos y redes sociales.

Respecto del software, propusieron ejemplos o actividades similares a las que fueron
analizadas en la secuencia, observando la variacion del grafico de la funcién de acuerdo
con la variacién en algunos parametros.

El Grupo 4 no agreg6 otros comentarios diferentes a los indicados por los grupos
anteriores: también centro su analisis del software como graficador y el potencial que se
presenta gracias a la utilizacion de deslizadores que permiten visualizar las modificaciones
de la curva al variarlos; mencionaron también que dejarian que los alumnos “tengan
libertad para jugar” con esas variaciones, ya que eso les permitiria acercarse a “un modelo
de base empirica”.

Durante la clase siguiente, correspondiente a la tercera semana del mes de septiembre, los
alumnos solicitaron un mayor plazo para poder entregar por escrito el analisis realizado. Se
atendié el pedido y grupos entregaron los documentos durante la semana siguiente.

Dichos documentos se encuentran compilados en el Anexo 2.

4.3 Tercera etapa de la investigacion

Este apartado, donde se relatan los resultados correspondientes a la tercera etapa de la

investigacion, se divide en dos subapartados.
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En el primero se describen las observaciones realizadas durante el disefio de las propuestas
de ensefianza que los estudiantes del Profesorado en Matematica desarrollaron acerca del
contenido Funcion Cuadratica.

Cada una de esas propuestas fue resuelta por los otros grupos de estudiantes y las

observaciones realizadas se describen en el segundo subapartado.

4.3.1 Acerca del disefio de la propuesta

Todos los alumnos participaron activamente en el disefio de sus propias propuestas de
ensefianza.

En los Grupos 1 y 3 los alumnos que trajeron sus computadoras personales son los que
comenzaron a escribir el archivo en el que iban a trabajar; en el Grupo 2 quien escribia el
texto lo hizo utilizando una de las computadoras del Profesorado. El resto de los integrantes
en cada grupo contaba casi en su totalidad con alguna computadora para realizar consultas,
pero no en todos los casos la utilizaron.

Todos los grupos trajeron algun libro de texto de nivel secundario que incluya el contenido
Funcion Cuadrética. EI Grupo 1 tenia el libro Matematica 1 Activa de la Editorial Puerto de
Palos (autores: Berio, Colombo, D’ Albano, Sardella y Zapico). El Grupo 2 tenia el mismo
texto y Funcion de Gala de la Editorial EI Hacedor (autores: Carnelli, Novembre y
Vilarifio). ElI Grupo 3, los libros Matematica Polimodal Funciones 1 de la Editorial
Longseller (autores: Altman, Comparatore y Kurzrok) y Matematica Funciones y

Estadistica de la Editorial A-Z (autores: De Simone y Turner).
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Todos los grupos coincidieron en comenzar a pensar y discutir acerca de las actividades que
plantearian sobre el desarrollo del contenido Funcidon Cuadrética, sin contemplar otras
cuestiones a considerar, como los objetivos que se quieren plantear para la propuesta, por
ejemplo.

El Grupo 1 coincidid en que comenzaria con algunos aspectos teoricos, por lo que
discutieron entre algunos integrantes acerca de como escribir la definicion de una funcién
cuadratica y sus elementos principales. Uno de los integrantes del grupo, basandose en la
secuencia analizada en la etapa anterior, volvio a utilizar GeoGebra para realizar algunos
graficos y ver ejemplos.

En esa etapa inicial del trabajo, algunos integrantes del Grupo 2 consultaron los libros de
texto que trajeron y otros miraron paginas en Internet. Cuando la tesista se acerco, le
comentaron que estaban buscando alguna actividad que pueda servir de problema inicial
para introducir el contenido Funcion Cuadratica.

El Grupo 3, de manera similar al primero, también comenzé a escribir un documento con la
primera actividad y coincidieron entre los integrantes en plantear la construccion de
distintos graficos de funciones cuadraticas utilizando una tabla de valores. Discutieron entre
ellos acerca de con qué ejemplos comenzar, de acuerdo con los elementos principales de
una parabola que se consideren; algunos hicieron referencia a la abertura de la parabola,
otros a la orientacién de la concavidad, otros al desplazamiento del grafico. De acuerdo con
el tema en el que se centrarian, plantearon distintos ejemplos de funciones con las que

iniciarian la actividad. Finalmente, acordaron comenzar con los gréaficos de las funciones
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f(x)=x* y g(x)=-x>. Trataron de ponerse de acuerdo también en la redaccion del

enunciado y los items a incluir dentro del mismo.

Mientras tanto, en el Grupo 1 avanzaron en la definicion de una funcién cuadratica y de sus
elementos principales. Acordaron incluir algunos ejemplos de graficos de estas funciones y,
de manera similar a lo comentado en el grupo anterior, surgié entre los integrantes el
analisis acerca de en qué parametro hacer hincapié para mostrar diferentes tipos de graficos
(abertura, concavidad, etc.). Se pusieron de acuerdo en que esos primeros ejemplos que se
van a mostrar se centraran en la cantidad de raices que puede tener una funcion cuadratica.
Asi, se dividieron entre los distintos integrantes la tarea de definir una funcion que tenga
dos raices reales distintas, otra funcion que tenga dos raices reales iguales entre si y otra
que no tenga raices reales. El alumno que estaba escribiendo el documento esperaba a que
sus compafieros le indiquen ejemplos de funciones a incluir. A medida que le iban
indicando ejemplos de cada uno de los casos que se podia presentar, acordaban también
sobre la inclusién de un gréafico que represente la funcion dada, realizado en GeoGebra. Le
comentaron a la tesista que, de manera similar a la forma en que comenzaba la secuencia
analizada en la etapa anterior, les parece bien mostrar en un grafico los elementos
principales de una funcion cuadratica. Asimismo expresaron que prefieren hacerlo sobre
“un ejemplo concreto”, con los valores numéricos que corresponden a ese ejemplo, y no
mostrarlo sin valores o escalas como en la secuencia analizada.

Decidieron también a partir de esto modificar el orden en algunas de las cuestiones que ya
tenian escritas: dejaron la definicion de una funcion cuadratica al comienzo, incluyeron

luego los ejemplos de graficos de algunas funciones mostrando los distintos casos que se
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pueden presentar respecto de las raices y luego copiaron las definiciones que ya habian
escrito de los elementos principales que estan mostrados en cada grafico.

En el Grupo 2 decidieron comenzar con un problema que introduzca el tema a desarrollar,
teniendo en cuenta uno que esta propuesto en uno de los textos que tienen, pero debatieron
acerca de como modificarlo. Estuvieron de acuerdo en no transcribirlo de manera textual,
pero expresaron que “les gusta la idea de lo que se propone”. De esta forma, plantearon la
primera actividad de su propuesta, con un problema cuya resolucién involucra contenidos
referidos a las funciones cuadraticas. Modificaron algunos de los items que se plantean
respecto de los que se incluyen en el texto, coincidiendo también en no incluir todos sino
hacerlo mas breve. Llevo relativamente bastante tiempo que entre los integrantes del grupo
se pusieran de acuerdo acerca de como redactar la actividad, qué items incluir, etc. Aunque
no lo escribieron en el documento que estaban redactando, dos de los integrantes del grupo
iban resolviendo las actividades a medida que las planteaban y escribian los enunciados,
confirmando a los demas integrantes que puede resolverse lo pedido y mostrandoles cuéales
serian las respuestas en cada caso.

En el Grupo 3 debatieron entre sus integrantes, divididos en dos subgrupos para ver el
monitor de dos computadoras, sobre la utilizacion de los deslizadores en GeoGebra para
representar algunos de los parametros de la funcion cuadratica. Se pusieron de acuerdo con

que el primer ejemplo de deslizador sea para representar las funciones de la forma
f(x) =a-x?, centrando la atencion en el signo del parametro y su influencia en el gréafico.

Pensaron en generalizar luego hacia la expresion polindmica de la funcion cuadrética, pero

no utilizaron el software e intentaron comenzar a delinear el enunciado de la proxima
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actividad. El integrante del grupo que escribia el documento también participaba del debate
acerca de qué ejemplos se podrian incluir. Remarcaba al resto que esta nueva actividad, al
tener relacion con la anterior, podria centrarse en el signo del coeficiente principal. Si bien
todos estaban de acuerdo con esto, también quisieron incluir otro item dentro de la
actividad que apunte a saber identificar las funciones cuadraticas dentro de una lista de
expresiones correspondientes a distintas funciones.

Al igual que en los grupos y actividades anteriormente comentados, les llevd bastante
tiempo pensar y redactar la actividad y los ejemplos de funciones a incluir. Finalmente, la
actividad quedd planteada dividida en dos items: uno referido a la concavidad de la grafica
y otro relativo a la identificacion de la funcion cuadratica.

Los integrantes del Grupo 1, luego de las definiciones con las que comenzaron la propuesta,
ensayaron algunos ejemplos en GeoGebra, “probaron” algunas graficas y la utilizacion de
deslizadores. Querian incluir una actividad referida a este tema, aunque seguian debatiendo
sobre su enunciado y los ejemplos. Comentaron a la tesista que, tal como lo sefialaron en el
analisis de la secuencia de la etapa anterior, deberia incluirse en el enunciado y de manera
mas detallada, el modo de utilizacion de algunas cuestiones referidas al software GeoGebra,
por si los alumnos de Nivel Secundario no las conocieran; por ejemplo, donde se encuentra
en la barra de herramientas y como se incluye un deslizador, cémo se lo configura, la
sintaxis de algunas expresiones en la barra de entrada. Comenzaron entonces a escribir la

siguiente actividad, referida a la utilizacion de GeoGebra y los deslizadores para definir una

funcion del tipo f(x) =a-x*+b-x+c yanalizar el modo en que influye cada uno de esos
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coeficientes. Para ello, escribieron el enunciado de cada item, incluyendo también la
descripcién y la manera en la que deben utilizar el software.

Los integrantes del Grupo 2 también estuvieron trabajando con deslizadores en GeoGebra,
pero a diferencia del anterior, definieron la expresién polinémica de una funcién cuadratica
en la primera actividad, a modo de introduccion en el tema. En esta otra actividad, la
inclusion y el uso de deslizadores tuvieron por objeto analizar el modo en que algunos
parametros influyen en el gréafico de la funcion, pero haciendo referencia a su expresion
canonica. Cuando la tesista se acercd al grupo, estaban escribiendo el enunciado, dividido
en distintos items, donde se pedia realizar en GeoGebra el grafico correspondiente a las
funciones del tipo f(x)=a-x*, f(x)=x*+c y f(x)=(x—b)*. En cada caso indicaban
entre qué valores se configuraba cada deslizador. Debatieron entre los integrantes del grupo
sobre incluir o no otro item que combine los deslizadores, pero concluyeron que no era
necesario explicitarlo sino que lo harian en clase cuando se desarrollen los items anteriores.
Los integrantes del Grupo 1 llamaron a la tesista para hacerle una consulta. Estuvieron
debatiendo acerca de “hasta qué contenidos desarrollar” dentro de la unidad referida a
Funcion Cuadratica. Se les indico que ellos mismos eran los que debian analizar y definir
qué aspectos de este contenido consideraban que se pueden incluir. Siguieron conversando
entre los integrantes y concluyeron que van a considerar las distintas expresiones de una
funcién cuadratica y el modo en que pueden obtener una expresion equivalente a otra entre
sus distintas formas.

Cuando la tesista se acerco al Grupo 3, ya estaban adelantados en el enunciado de la

actividad siguiente. Comentaron que habiendo indicado previamente a los alumnos de
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Nivel Secundario la férmula resolvente para hallar las raices de una funcion cuadratica, se
les pediria luego hallarlas en algunos ejemplos dados, donde se incluyan todos los casos
posibles que se pueden presentar en este tipo de funciones, y comentaron que harian
hincapié en el signo del determinante. Dijeron que continuardn con la definiciéon de los
elementos principales de la funcidn cuadratica en la actividad siguiente.

Dado que se acercaba el final de la clase, se indicé a los grupos que, para la proxima,
continuen y finalicen la actividad, completando la propuesta de ensefianza acerca de este
contenido. Disponian para ello de dos semanas, por lo que se fij6 la fecha de entrega de los

trabajos para la segunda semana del mes de octubre.

4.3.2 Resolucion de cada propuesta por grupos

Cada uno de los grupos de estudiantes del Profesorado en Matematica ha disefiado una
propuesta de ensefianza acerca del contenido Funcion Cuadratica incluyendo GeoGebra en
sus actividades.

Cada una de esas propuestas fue resuelta por los otros grupos de estudiantes por lo que se
describen en este apartado las observaciones realizadas durante el desarrollo de esta etapa,
dividiéndolo en tres subapartados (4.3.2.1 a 4.3.2.3) correspondiente cada uno de ellos a la

resolucion de la propuesta de cada grupo.

4.3.2.1 Resolucidn de la propuesta disefiada por el Grupo 1

Los integrantes del Grupo 1 repartieron en version impresa a cada uno de los integrantes de

los otros dos grupos la secuencia disefiada, quienes se disponen a leer el material.
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Al ser el primer grupo que implementa su propuesta, los primeros comentarios entre los
integrantes de los demas grupos fueron a modo de “comparacion” respecto de la propuesta
que ellos disefiaron. En cuanto a su formato, les parecié interesante una imagen inicial que
incluyeron.

El Grupo 3 menciond que no incluyé en su propuesta algunos aspectos que estaban
presentes al comienzo de la propuesta del Grupo 1, como los objetivos. La tesista les dijo
que luego pueden agregarlo.

Continuaron los dos grupos leyendo lo que se indicaba en el Desarrollo, que incluia la
presentacion y definicion de una funcion cuadratica y de algunos de sus elementos
principales. Coincidieron en que les parecieron interesantes unas imagenes y unas fotos que
se incluyeron en la propuesta para visualizar algunos ejemplos de parabolas en la vida
cotidiana.

El Grupo 1, autor de la propuesta, comentd a los otros dos grupos que prefirieron definir
algunos de los elementos de la parabola incluyendo la expresion de la funcion, para
representar los casos de la cantidad de raices que pueden presentarse a través de ejemplos
concretos y conociendo la formula que la define, y no a través de un grafico genérico, como
el que aparecia en la secuencia de educ.ar. Los grupos coincidieron en eso y adelantaron
que algo similar pensaron al disefiar sus propuestas. Los grupos siguieron leyendo luego las
otras definiciones que se incluyeron sobre algunos de los elementos principales de la
funcién cuadrética.

Para realizar la actividad que luego se indicaba utilizando GeoGebra, se propuso a los

grupos que realicen todos los pasos para poder seguir y verificar cada uno de los items que
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aparecian. Utilizaron para ello las computadoras que se habian repartido y prefirieron
resolver los items compartiéndola de a dos o tres integrantes en cada grupo.

En el Grupo 2 surgié como comentario entre algunos de los integrantes que les parecié
adecuado haber incluido algunas cuestiones referidas al software GeoGebra, como por
ejemplo indicaciones acerca de la ubicacion de algunos iconos en la barra de herramientas y
la configuracién de un deslizador. Pero dentro del mismo grupo, otro integrante comentd
que depende del curso con el que se vaya a trabajar y de los conocimientos previos que
tengan del programa. Supuso que si los alumnos de Nivel Secundario ya vieron polinomios
y funciéon lineal en particular, ya trabajaron con el software y ubicarian algunas
consideraciones generales que son basicas. Mientras conversaban acerca de esto, cada uno
de los items fueron realizados sin dificultad y sin agregar algun comentario.

En el Grupo 3 intercambiaron pareceres acerca del modo en que influye cada uno de los
coeficientes de la expresion polindmica de una funcion cuadratica, representada en la
actividad propuesta a través de deslizadores en GeoGebra. Observaron en el enunciado que,
luego de indicarse los pasos a seguir para la construccion de lo pedido, solo se indicaba a
los alumnos que observaran los resultados o que visualizaran distintos graficos sin la
necesidad de tener que realizarlos en lapiz y papel, lo que llevaria mucho tiempo. A partir
de esto, los alumnos no tendrian que realizar otra actividad sino solo observar los
desplazamientos. Se lo comentaron al Grupo 1, que indic6é que esta fue la intencion de la
actividad, pero que tendran en cuenta el comentario, porque podrian agregar alguna
indicacion acerca de qué tienen que hacer con ello los alumnos.

Los dos grupos continuaron luego leyendo el material entregado, donde se definian las

distintas formas de expresar una funcion cuadratica (desarrollada o polinémica, candnica,
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factorizada) y se incluia un desarrollo a través de un ejemplo acerca de cémo pasar de una
expresion polinémica a una canonica y, a través de otro ejemplo, como pasar de una
expresion factorizada a una polinémica. No se pedia a los alumnos de Nivel Secundario que
lo hicieran sino que el desarrollo estaba incluido en el material que el Grupo 1 ha disefiado.
Sus integrantes aclararon oralmente que esto se haria en clase, entre todos, guiados por el
docente. Se les consultd sobre los otros pasajes de una expresion a la otra que no se habian
incluido en la propuesta e indicaron que solo habian incluido los ejemplos que consideraron
que los alumnos podrian realizar por los contenidos previos con los que cuentan.

Acerca de la siguiente actividad, un integrante del Grupo 2 consulté si, de manera similar a
lo anterior, consistia en un desarrollo que se haria en clase junto a los alumnos y un
integrante del Grupo 1 respondié satisfactoriamente. La actividad proponia un analisis
completo de una funcion cuadratica, comenzando por la expresion polindmica de una
funcién cuadrética, e indicando luego: dominio, imagen, raices, eje de simetria, intervalos
de crecimiento y decrecimiento, intervalos de positividad y negatividad, y el grafico de la
funcién realizado en GeoGebra donde se destacan el vértice y las raices.

Como cierre de la clase, los dos grupos continuaron leyendo la propuesta que finalizaba con
un ejercicio denominado integrador, donde se presentaba un ejemplo de una funcién
cuadratica en su expresion factorizada, pasdndola luego a la polinébmica y a la candnica; se
incluia su gréfico y un andlisis completo de la funcion, similar al anterior.

Los grupos que resolvieron la actividad comentaron que la forma en que el material estaba

escrito era muy clara, entendible y estaba muy completo.
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Acerca de la utilizacién de GeoGebra, manifestaron que se podria haber incluido un poco
mas. El Grupo 1 record6 la actividad en la que se incluyeron deslizadores y dijeron que les
parecio que es completa y que muestra el potencial del software.

Finalizado el tiempo destinado para este Grupo 1, los otros dos grupos alcanzaron a leer el
material, resolvieron las actividades y realizaron los comentarios y puesta en comun

mencionados.

4.3.2.2 Resolucion de la propuesta disefiada por el Grupo 2

El Grupo 2 repartio en version impresa a cada uno de los integrantes de los otros dos
grupos su propuesta de ensefianza.

Comenzaron leyendo los destinatarios y objetivos, y luego leyeron la primera actividad.
Ambos grupos realizaron algunos comentarios acerca del modo diferente en que el Grupo 2
propuso comenzar a desarrollar la propuesta de ensefianza, presentando una situacién
problematica, en lugar de definir primero los contenidos tedricos referidos a Funcion
Cuadratica.

En cada uno de los grupos alguno de los integrantes era el que escribia en su cuaderno las
respuestas a la actividad planteada mientras que todos realizaban comentarios en forma oral
y seguian u observaban lo que se iba resolviendo.

Uno de los integrantes del Grupo 1 consulté como lo resolverian los alumnos de Nivel
Secundario ya que al no conocer previamente el contenido consideraba que no podrian
responder las preguntas que se incluian en la actividad. Otro de los integrantes leyo lo que

el Grupo 2 escribio acerca de la actividad, y remarc6 que conocer la construccion y
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utilizacion de tablas de valores que ya usaron en otras funciones, podria favorecer a
interpretar y resolver la actividad. También los alumnos de Nivel Secundario conocerian el
modo de representar esos valores en un sistema de ejes cartesianos y visualizar
graficamente lo consignado en la tabla. En el Grupo 3 también se encontraban analizando el
modo en que se puede resolver la actividad, conversando entre sus integrantes acerca de los
items a considerar, sin centrarse tanto en la forma en que podrian resolverlos los alumnos
de Nivel Secundario sino ellos mismos.

Los dos grupos continuaron leyendo los comentarios que el Grupo 2 ha incluido en la
actividad donde se menciona la utilizacion de GeoGebra para realizar el grafico de la
funcién dada. También leyeron acerca de la definicion de sus elementos principales. Solo
en el Grupo 3 agregaron en su resolucion por escrito los datos referidos a la actividad
planteada, si bien no lo pedia explicitamente en el enunciado. Escribieron asi las raices, el
vertice y el eje de simetria correspondiente a la funcién dada en la Actividad 1.

Para la Actividad 2, los grupos utilizaron las computadoras que se repartieron y realizaron
en GeoGebra la actividad planteada. Emplearon dos computadoras por grupo; mientras uno
de los integrantes escribia las respuestas en su cuaderno, el resto de los integrantes
compartia la pantalla y visualizaba las salidas del software.

Surgid entre todos los grupos, en forma oral, la comparacion con una actividad similar que
resolvieron en la propuesta disefiada por el Grupo 1. Este recordd que prefirieron incluir
una descripcion mas detallada acerca de la utilizacion del software y de algunos de sus
elementos, mientras que el Grupo 2 indicé que asumia cierto manejo previo del programa;

por ejemplo los alumnos de Nivel Secundario ya conocerian el modo de realizar un gréafico
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en GeoGebra y de incluir deslizadores. EI Grupo 3 adelantd que en su propuesta
coincidieron al respecto.

Los dos grupos resolvieron la actividad tal como se planteaba en el enunciado, definiendo
ciertos deslizadores y configurandolos para que varien entre los valores propuestos.

Uno de los integrantes del Grupo 1 coment6 que utilizaria otras letras para definir los
deslizadores, para no confundir la expresion polinémica de una funcién cuadratica con los

valores de los deslizadores, es decir, para que los alumnos de Nivel Secundario no crean

que el valor de “b” en la expresién f(x)=ax’+bx+c se corresponde con el mismo

valor en la expresion f (x) = (x—b)z. El Grupo 2 escucho la recomendacion, y uno de sus

integrantes sefialo que podria remarcarse en el desarrollo de la clase, si surgiera esta
confusion, que son actividades diferentes y que no se hace referencia a los mismos valores.
Agrego6 que, si bien la actividad tiene por objetivo llegar a la expresion canonica de la

funcién cuadréatica, no le parece bien adelantarse a esa expresién y escribir por ejemplo
f(x)= (x—xv)2 sino que prefiere que esa deduccion surja a partir de la resolucion de la

actividad. Tomaron en consideracion el comentario realizado e indicaron que van a analizar
el modo en que se podria agregar o modificar algo en el enunciado, para que no se llegue a
un posible error de interpretacion por la notacion utilizada; uno de los integrantes del Grupo
2 lo escribid en su copia impresa, para rever.

Los dos grupos continuaron trabajando con las computadoras en GeoGebra realizando la
Actividad 3. En cada grupo, uno de los integrantes siguié escribiendo los resultados de lo

pedido en el enunciado. Mientras dos de ellos escribian en la computadora, todos
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visualizaban los resultados e indicaban al que escribia cuéles eran las respuestas en cada
caso.

Continuaron utilizando GeoGebra para realizar la Actividad 4. Graficaron las tres funciones
dadas y, sin haber leido previamente los comentarios incluidos por el Grupo 2 al disefiar la
propuesta, les llamo la atencion que les quedara el mismo grafico. Siguieron mirando el
material entregado y confirmaron que este hecho es parte de la intencién de la actividad.
Uno de los integrantes del Grupo 1 recordo la propuesta que disefiaron, donde se incluia un
ejemplo de como pasar de una expresion a otra de la funcidn cuadratica y sugirié que se
trabajara en relacion con esto. Uno de los integrantes del Grupo 2 coment6 que lo habian
pensado al disefiar la actividad, pero se dieron cuenta que no lo escribieron en el
comentario correspondiente. Otro de los integrantes del Grupo 2 tomo nota en su versién
impresa e indicaron gque lo agregaran en los comentarios, ya que a partir de esta actividad se
podria desarrollar lo relativo al pasaje de una expresion a otra, entre la forma polindmica,
factorizada o canonica de una funcion cuadratica.

Como actividad de cierre se presentd una situacion problematica que los Grupos 1y 3
comenzaron a leer entre los integrantes y conversaron acerca de su resolucion. En cada
grupo, el mismo integrante que habia estado escribiendo las respuestas a las actividades
anteriores es el que fue transcribiendo las ideas que surgieron entre todos. Asi, resolvieron
el primer item. Los dos grupos coincidieron en aplicar el teorema de Pitagoras para hallar el
valor de la hipotenusa del triangulo que quedd definido en la figura y asi poder hallar la
superficie pedida. A partir de este primer item, el segundo les resulté trivial por ser muy
similar al anterior pero con otro valor de lado. Si bien el procedimiento también es similar

en el tercero, les demand6 mas tiempo generalizar la respuesta, cualquiera sea el valor con
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el que se estuviera trabajando. Conversaron entre los integrantes de cada grupo para tratar
de llegar a una respuesta acerca del dltimo item donde se pedia analizar el cuadrado de
menor superficie posible. Ambos grupos coincidieron en analizar la funcién que quedaba
definida en el item anterior y relacionar lo pedido con el vértice de la parabola.

En la puesta en comin, ambos grupos coincidieron en que la actividad final les pareci
interesante, ya que se mostraba una situacion en donde se involucraba una funcion
cuadréatica, no de manera directa sino que a partir de la resolucion es de donde se puede
deducir su formula.

Aparecia también la aplicacion de algunos conceptos y el modo en que influyen sus
elementos principales; el vértice por ejemplo estaba visto como el valor minimo que puede
obtenerse en una funcion cuadrética.

Acerca de GeoGebra, comentaron que se emplea en varias de las actividades propuestas, en
general, como graficador e incluyendo deslizadores. Uno de los integrantes del Grupo 3
expresé que le parecio interesante la utilizacion de un graficador en una actividad como la
4, ya que sin conocer previamente las distintas expresiones de una funcién cuadratica, no
era “esperable” el grafico que surge de las funciones dadas. No se puede prever que se trate
de la misma funcidn, expresada de distintas maneras, por lo que le resulté de interés que a
partir de ese resultado se pueda llevar a los alumnos a que justifiquen lo que se visualiza
mediante el software.

El Grupo 2 dijo que la Gltima actividad de cierre tambiéen fue disefiada con GeoGebra, pero

no lo incluyeron en el enunciado sino que lo mostrarian en el desarrollo de la clase.
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4.3.2.3 Resolucién de la propuesta disefiada por el Grupo 3

Mientras los integrantes del Grupo 3 repartieron sus propuestas a los otros dos grupos,
recordaron lo que ya habian comentado acerca del material inicialmente disefiado, donde no
incluyeron los objetivos, pero que lo agregaran en una nueva entrega.

De manera similar a los trabajos anteriores, en cada uno de los grupos que resolvia la
propuesta uno de los integrantes escribia en su cuaderno lo que conversaban entre todos
acerca de la resolucion de cada actividad. En cuanto a la primera, no presentd complejidad
o discusion; igualmente cada grupo resolvio por escrito la actividad, planteando los
calculos y graficos que se piden.

La segunda actividad resultd similar a otras que resolvieron en propuestas anteriores; al
igual que en la primera, uno de los integrantes en cada grupo realiz6 lo pedido en
GeoGebra, definiendo la funcion dada y el deslizador tal como se indicaba en el enunciado.
Leyeron los comentarios incluidos en el material entregado y resolvieron la actividad.

En cada grupo analizaron entre todos y “le dictaron” a quien escribia cudles de las
funciones dadas tienen sus ramas hacia arriba, tal como se pedia en uno de los items, y
cuéles corresponden a una funcion cuadratica, como se solicitaba en el otro.

En la actividad siguiente se pedia calcular los ceros de cada funcion dada utilizando la
férmula para hallar las raices de una funcion cuadrética. En el Grupo 1 surgié de manera
natural, o sin haberlo indicado explicitamente, que cada uno de los integrantes eligié una
funcion diferente y realizaron los céalculos correspondientes, mientras que otro integrante
utilizaba GeoGebra para graficar las funciones y corroborar los célculos que sus

compafieros estaban realizando.
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En el Grupo 2 uno de los integrantes tenia una calculadora que halla las soluciones de una
ecuacion cuadratica, por lo que el resto de los integrantes le iban indicando los coeficientes
de cada término de cada una de las funciones dadas, y asi iban resolviendo la actividad e
indicando las respuestas correspondientes a quien escribia. Leyeron luego el comentario
que el Grupo 3 habia escrito acerca de esta actividad y se dieron cuenta que el objetivo era
trabajar con la formula resolvente y el signo del determinante. Conversaron entre ellos
acerca del signo que quedaria en cada caso, aunque no lo realizaron por escrito.

Al querer resolver la siguiente actividad donde se mencionaba que se les daria a los

alumnos de Nivel Secundario la férmula para hallar el vértice de una parabola, uno de los

: . ] . b :
integrantes del Grupo 1 consulté si se hacia referencia a x, = ~%a" Uno de los integrantes
a

del Grupo 3 respondid afirmativamente. Quien habia realizado la consulta aclaré que la
duda era porque también podria definirse a partir de las raices de la funcién, al ser el punto
medio de ellas. El integrante del Grupo 3 indicé que al disefiar la actividad habian pensado
en la férmula anterior, que permite calcularlo en todos los casos, aun cuando no haya raices
reales.

Mientras conversaban acerca de esto, el resto de los integrantes de los Grupos 1y 2
resolvio lo pedido, hallando las raices, el eje de simetria y el vértice de una funcion
cuadratica dada; también graficaron en GeoGebra para corroborar los resultados, tal como
se pedia en la actividad.

Resolvieron la siguiente actividad de manera similar a algunas de las anteriores: en cada
grupo, quien escribia las resoluciones iba transcribiendo lo que conversaban entre todos los

integrantes. Conociendo la expresion canonica y la factorizada de una funcién cuadratica, la
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primera resolucion en cada item era inmediata, por lo que escribieron la respuesta en cada
caso, y realizaron los pasos y los célculos correspondientes para escribir cada funcion
cuadratica en todas sus formas, tal como se pedia en el enunciado. Los célculos que
corresponden en cada caso llevaron un cierto tiempo pero no se presentaron dificultades ni
consultas a los integrantes del grupo que disefiaron la propuesta.

Comenzaron a leer el enunciado de la actividad integradora, donde a partir de la formula
correspondiente a una funcién cuadratica se pedia identificar sus elementos principales y
realizar el grafico en GeoGebra. Surgié a modo de comentario en el Grupo 2 que, al tratarse
de una actividad donde se puede resumir todo lo realizado, solo faltaria que se hiciera
referencia a las distintas expresiones que puede tener esta funcién. Dado que en el
enunciado se indicaba la funcién cuadratica en su expresion polindmica, los integrantes del
Grupo 3 comentaron que podrian agregar lo que sugiere el otro grupo.

Antes de resolver la Gltima actividad planteada, un integrante del Grupo 1 consult6 por qué
se presentaba como una actividad optativa. EI Grupo 3 comenté que la pensaron para
integrar contenidos previos como el de funcion lineal, interseccién entre funciones y
resolucion de sistemas de ecuaciones. Acerca del subtitulo que escribieron, dijeron que
dejarian esta actividad para resolver entre todos los alumnos en clase segun el tiempo con
que cuenten para ello, o que quede a modo de tarea, de manera optativa para aquellos
alumnos que tengan interés en resolver actividades extras.

Finalizando el tiempo destinado a la implementacién de la propuesta, los grupos que
resolvieron las actividades coincidieron en que los enunciados les parecieron claros y que

las dudas que surgieron ya fueron comentadas o consultadas.
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Acerca de la utilizacién de GeoGebra, expresaron que de manera similar a algunas de las
actividades anteriores, su uso se centré principalmente en el gréafico de las funciones. En
esta propuesta en particular, casi siempre a modo de corroborar los resultados de lo
realizado y calculado en lapiz y papel. Por otro lado, en una sola actividad se incluy6 la
utilizacion de un deslizador. Esto pudo también leerse en un comentario que el Grupo 3
escribié al final de su propuesta, donde mencionaron que el software permite visualizar los

graficos de manera mas exacta, prolija y rapida.

4.4 Cuarta etapa de la investigacion

Se describen, divididas en tres subapartados (4.4.1 a 4.4.3), las observaciones realizadas
durante la cuarta etapa de la investigacion correspondiente a la exposicién que cada uno de
los tres grupos de estudiantes del Profesorado en Matematica ha realizado respecto de la
resolucién de su propuesta de ensefianza acerca del contenido Funcién Cuadratica

incluyendo GeoGebra en sus actividades.

4.4.1 Exposicion del Grupo 1

En este grupo el rol de “docente” fue asumido por uno de sus miembros. Los deméas grupos
contaban con el material impreso y distribuido en la etapa anterior. Tal como se proponia al
comienzo del disefio, el integrante del Grupo 1 definié una funcién cuadratica como una
funcién polinémica de segundo grado y escribié en el pizarron su expresion general,

identificando sus coeficientes. A partir de definir su grafica como una parabola y haciendo
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referencia a las imagenes que se incluyeron en su propuesta, mencion6 que se la puede
encontrar en muchas de las construcciones que se encuentran en la vida cotidiana.

Escribi6 a continuacion en el pizarrén la expresion de la primera funcion que aparecia en el
disefio: f(x) =2x* +2x—4. Definio también la funcion en GeoGebra utilizando la

computadora conectada al cafidn, haciendo que el gréafico se visualizara en el pizarrdn.

De acuerdo con el texto que aparecia en su propuesta, fue leyendo las definiciones de
algunos de los elementos principales de la pardbola y sefialando cada uno de ellos en el
grafico.

Asi, leyo la definicion correspondiente a la ordenada al origen y utilizé el icono incluido en
GeoGebra que permite calcular la interseccion de dos objetos, en este caso la grafica de la
funcion y el ejey.

Leyd la definicidn de la raiz de una funcién y copi6 en el pizarron la formula que permite
hallar las raices de una funcion cuadratica. Realiz6 los célculos correspondientes a la

funcidn dada, obteniéndose las soluciones x, =—-2; x, =1. En GeoGebra comentd que se

puede utilizar el icono ya visualizado anteriormente en la barra de herramientas para hallar
las intersecciones entre la grafica y el eje x, y mostro los resultados a traves del caidn.
Luego leyo la definicion del eje de simetria y copid en el pizarron la formula

correspondiente. De manera similar a lo anterior, realizé los calculos y obtuvo la ecuacion
de la recta x = 5 Escribio la ecuacion en GeoGebra para graficar el eje de simetria y

eligio una linea punteada como estilo de trazo en las propiedades del objeto. A partir de
ello, ley6 la definicion de vértice como interseccidn entre ese eje y la grafica, y utilizo el

icono incluido en la barra de herramientas en GeoGebra para identificar esa interseccion.
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Coment6 que luego se darian las formulas correspondientes a las otras dos funciones
cuadraticas que aparecian en la propuesta de ensefianza disefiada, con el objeto de realizar
un analisis similar al anterior, y mostrar ejemplos de funciones con diferente cantidad de
raices.

Respecto de la siguiente actividad, el integrante del Grupo 1 coment6 que la intencion de la
misma era centrarse en la utilizacién de GeoGebra, incluyendo lo relativo a su manejo, por
si los alumnos de Nivel Secundario no estuvieran familiarizados. Como los integrantes de
los otros dos grupos ya habian resuelto la actividad, se centraron en la visualizacion en el
pizarron de lo que realizaba quien estaba exponiendo. Asi, mostro la forma en que se
pueden definir los deslizadores y la configuracion de algunas especificaciones, tales como
definir una funcion dependiendo de esos deslizadores y visualizar el modo en que varia la
funcién cuadréatica de acuerdo con los valores de cada coeficiente. El expositor comentd
que, a partir de la implementacién que habian realizado y la resolucién por parte de los
otros grupos, modificaron la Ultima parte de la actividad. Agregaron un item: indicar las
coordenadas del vértice y de las raices para las dos funciones dadas, ya que antes no se
pedia algo en particular sino solo visualizar el modo en el que variaban los gréaficos.

Volvio luego a utilizar el pizarron para la actividad siguiente, donde leyo del material las
distintas formas en que se puede expresar una funcién cuadratica y, en cada caso, escribia
la expresion correspondiente.

Efectué en el pizarrén el desarrollo para expresar una funcion cuadratica en su forma
canobnica a partir de su forma polindbmica, y en su forma polindmica a partir de su forma

factorizada, utilizando los ejemplos que aparecian en su propuesta. Los integrantes de los
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otros dos grupos fueron siguiendo cada procedimiento, participando y dictando lo que
corresponde a cada paso.
Respecto de la siguiente actividad, también continu6 en el pizarron con el titulo Andlisis de

una funcién cuadratica. A partir del ejemplo que se mencionaba en la propuesta
f(x) =x? +4x+3 fue siguiendo el material y escribio en el pizarron, como items a

completar, Dominio, Imagen, Raices, Eje de simetria, Intervalo de crecimiento, Intervalo de
decrecimiento, Intervalo de positividad, Intervalo de negatividad.

Indicé a modo de revision la definicién de conjunto dominio y entre todos acordaron la
respuesta a escribir.

Continué con la definicion de conjunto imagen y comenté que el mismo puede
determinarse a partir del grafico de la funcion. Para realizarlo, propusieron entre todos que
se podrian determinar algunos de los elementos principales, por lo que calcularon en el
pizarrdn las raices de la funcion x, =-3; x, =-1, el eje de simetria x=-2 y el Vvértice
(-2;-1). En cada caso, escribieron también las respuestas a los items del analisis que

habian quedado anteriormente. EI miembro del grupo que estaba exponiendo graficd la
funcién en otro sector del pizarron y a partir de ello acordaron entre todos el conjunto
imagen y lo escribié como respuesta.

Definid en cada caso los intervalos que se habian pedido en el andlisis y, a partir del gréafico
obtenido, indicaron entre todos las respuestas a escribir.

A modo de corroboracion de los resultados obtenidos, el estudiante que exponia representd
graficamente la funcion en GeoGebra y todos visualizaron el grafico proyectado mediante

cafidn.
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Los miembros del grupo comentaron que se presentaba una actividad final a modo de
ejercicio integrador que, por una cuestion de tiempo, en este caso se mostraba rapidamente
pero en la clase destinada a los alumnos de Nivel Secundario se dejaria el tiempo necesario
para que ellos solos la pudieran ir resolviendo. Se plante6 una funcion cuadratica expresada
en su forma factorizada, pudiendo expresarse en sus formas polinébmica y canonica. Se
podria realizar luego el grafico de la funcion y el analisis completo de la misma, de manera

similar a lo realizado en la actividad anterior.

4.4.2 Exposicion del Grupo 2

Uno de los integrantes del Grupo 2 inicio el desarrollo de la actividad, pidiendo a los
integrantes de los otros dos grupos que tuvieran el disefio de la propuesta que habian
realizado. Comento6 respecto de la primera actividad que la adaptaron, quitando algunos
items y modificando los que dejaron, a partir de un problema que se presentaba en uno de
los textos que trajeron el dia que comenzaron el disefio de la propuesta. Expreso que, al
desarrollar las actividades con los alumnos de Nivel Secundario, dejarian un tiempo para
que la resuelvan y luego harian una puesta en comdn.

Consulté a los otros dos grupos cémo resolvieron la actividad y uno de los integrantes del
Grupo 1 comentd que, tal como se habia indicado en el material entregado, una posible
resolucion seria a partir de una tabla de valores. De ese modo, representaron algunos puntos
y graficaron la curva. Mientras comentaron el modo en el que comenzaron a resolver la
actividad, el integrante del Grupo 2 en el pizarrdn fue escribiendo lo que comentaban: hizo

una tabla, le consultd los valores que eligieron y los puntos que les quedaron, y realiz6 el
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grafico de la funcion f(t) =t-(8—t). Entre los dos grupos respondieron las dos preguntas

que estaban incluidas en la actividad.
El integrante del Grupo 2 continud indicando que, a partir de los resultados obtenidos en la

resolucion de esa primera actividad, se desarrollarian los contenidos referidos a Funcion

Cuadratica: mostré que la funcion f (t) =—t® +8t es un caso particular de un polinomio de

grado dos, cuya expresion mas general es de la forma f(x)=ax®+bx+c.
Utilizando el cafion para visualizar en el pizarron lo realizado en GeoGebra, grafico con el
software f(x) =—x*+8x, comentando que en la funcion dada en el problema, en el marco

del contexto del mismo, las variables que representaban el tiempo transcurrido o la
distancia recorrida deberian considerarse solo para valores positivos, mientras que en la
expresion de la funcion polindmica su dominio es el conjunto de los nimeros reales.
Recordd, suponiendo como ya visto en desarrollos anteriores, la definicion de cero de una
funcidn, y escribio en este caso el conjunto de ceros identificandolos a partir del gréafico.
Comentd que, si se calculara analiticamente, resultaria en este caso:
—x?+8x=0—->x-(-x+8)=0—>x=0vx=8

De manera similar, indico6 como contenidos previos los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de una funcidn, y escribi6 en el pizarron los que corresponden a la funcion
graficada.

Defini6 como elementos principales de la pardbola las raices halladas anteriormente, e
identifico en el grafico realizado el punto que era el vértice de la parabola y la recta que era

el eje de simetria.
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Otro de los integrantes del Grupo 2 realizé la siguiente actividad. Para ello, utilizé el cafién

y se visualizd en el pizarron el trabajo en GeoGebra. Definio la funcion f(x) = x* e insertd

un deslizador para luego modificar la funcion a la forma f(x) =ax?, configurandolo de

acuerdo con lo que se indica en la actividad. Mostr6 asi las variaciones del gréafico,
mientras los otros dos grupos comentaban a modo de conclusion la forma en la que influye
el coeficiente principal, segin su signo y segun sus valores mayores 0 menores que 1 en

valor absoluto.

Insertd luego otro deslizador y modifico la funcion a la forma f(x) = x* +c. Analizaron
entre todos las variaciones del grafico de acuerdo con los valores del término
independiente.

Por ultimo, insertd otro deslizador y modifico la funcién definiéndola como
f(x)= (x—b)z. También entre todos concluyeron el modo en que variaba el grafico de la
funcion.

Si bien no estaba en la propuesta como un item de la Actividad 2, mostro en el pizarrdn

utilizando GeoGebra la funcion f(x) =(x—b)* +c¢ identificando el vértice en cada caso.

Utiliz6 en el pizarrén la notacion (x, ;y, ) para las coordenadas del mismo.

Modificd luego la funcién en GeoGebra definiendo f(x):a-(x—b)2 +C Yy mostro el
modo en el que variaba el grafico. Habiendo identificado las coordenadas del vértice,
agrego la variacion en la apertura de la parabola a partir del coeficiente principal.

A modo de conclusion de todo lo trabajado en la segunda actividad, definid la expresion

candnica de la funcién cuadratica.
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Otro de los integrantes del Grupo 2 realizd la tercera actividad. Grafic6 en GeoGebra las
funciones dadas e identifico en cada caso las raices, el vértice y el eje de simetria. Comento

que se queria mostrar a partir de los ejemplos dados la cantidad de ceros que puede tener

una funcién cuadratica. Para hallar las raices de una ecuacion del tipo ax* +bx+c=0,

—b++b?-4ac

escribio en el pizarréon la formula x,, = 5 y la aplicé a las funciones dadas,
' a

identificando en cada caso los valores de los coeficientes, y corroborando que se llegaban a
los mismos resultados que lo visualizado en los graficos. Los otros dos grupos ya habian
resuelto la actividad, por lo que en este caso solo siguen los calculos realizados en el
pizarron.

Otro de los integrantes del Grupo 2 resolvié la cuarta actividad. Comenzé graficando en
GeoGebra las funciones dadas, que resultaban ser la misma funcion expresada de distintas

maneras. Escribio en el pizarron las expresiones de una funcion cuadratica, definiendo
como polindbmica a la forma f(x)=ax*+bx+c y factorizada a
f(x)=a-(x—x,)-(x—x,) siendo x, y x, las raices de la funcion.

A partir de estas primeras definiciones, mostré que en la propuesta la primera funcién era
f(x) =2x* +4x—6, aplico la formula dada en la actividad anterior para obtener los
valores x,=-3 y Xx,=1 por lo que la funcion pudo expresarse de la forma
f(x)=2-(x+3)-(x—1) tal como esta definida la funcion g en la actividad. Indicé que asi

puede pasarse de una expresion polindmica a una expresién factorizada.
Luego, desarrollo en el pizarron el modo en que se puede pasar de la expresion factorizada

a la expresién polinémica, aplicando la propiedad distributiva:

142



f(x)=2-(x+3)-(x=1) = f(x) =(2x+6)-(x—1) > f(X) = 2x* —2x +6X -6
Llegd asi a la expresion de la primera funcion dada en la actividad f (x) = 2x* +4x—6
Recordd luego la expresion candnica definida en una actividad anterior como

f(x)=a-(x—x,)* +y,. Identifico en el grafico las coordenadas del vértice, por lo que
comentd que asi puede pasarse de la expresion polindmica f(x)=2x*+4x—6 a la

expresion canoénica f(x):2-(x+1)2—8 coincidiendo con la funcion h dada en el

enunciado.

Indicé que puede también aplicarse la propiedad distributiva para pasar de la expresion
canonica a la expresion polinomica:

f(x)=2-(x+1)" -8 > f(x) =2-(x+1)- (x +1)-8 > f(x) = (2x+2)-(x +1)-8
f(X)=2X* +2X+2X+2-8— f(X) =2x* +4x—6

Uno de los integrantes del Grupo 3 le consultd si en lugar de aplicar la propiedad
distributiva podria utilizar el desarrollo del cuadrado de un binomio. El integrante del
Grupo 2 que desarrolld la actividad en el pizarron le coment6 que no sabe si los alumnos de
Nivel Secundario ya vieron esos contenidos; indicé que podria utilizarse un desarrollo o el
otro, dependiendo del momento en que se implementaran las actividades y los contenidos
previos con los que cuenten los alumnos.

Como estaba por terminar el tiempo destinado al desarrollo de la clase, la actividad de
cierre se realizd un poco mas rapido. Otro integrante del grupo mostré6 en GeoGebra un
archivo que ya traia disefiado, donde se visualizaba el cuadrado dado en el enunciado, los

puntos que se indicaban y el célculo del area pedida. Mostr6 como ese célculo del area se
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modifica cuando se mueve el punto E ubicado sobre el lado AB. Comentd que esta
actividad les parecid muy interesante como una aplicacién de la funcion cuadratica, y que
le destinarian en clase el tiempo necesario para que los alumnos de Nivel Secundario la
resuelvan. Consulté como la resolvieron los otros grupos cuando implementaron la
propuesta, y entre algunos integrantes de cada grupo se fueron comentando las respuestas:
hallaron la medida del lado del cuadrado EFGH aplicando el teorema de Pitagoras y fueron

trabajando los primeros items de la actividad; luego hallaron la expresion del area en una

formula general, donde algunos la dejaron escrita como f (x) = x° +(25—x)2 y otros la

desarrollaron como f(x) =2x* —50x+625. Todos coincidieron en identificar la menor

area posible a través del vértice de la parabola y creian que los alumnos de Nivel

Secundario también podrian identificarlo de ese modo.

4.4.3 Exposicion del Grupo 3

Uno de los integrantes del Grupo 3 repartié a los otros dos grupos la propuesta de
ensefianza disefiada y comento que agregaron los objetivos, que no habian sido incluidos en
la entrega inicial, cuando el material fue entregado a los otros grupos.

Escribid en el pizarron las dos funciones con las que se proponian iniciar las actividades:
f(x)=x"y g(x)=—x?, calculd los valores de las funciones en los puntos dados y disefi6
las tablas correspondientes. Ubicé los puntos en un sistema de ejes, tal como se indicaba en
el enunciado, y presento asi el grafico de una funcién cuadréatica definiendo la curva como

una parabola.
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Propuso utilizar el software GeoGebra por lo que hizo los mismos graficos en la
computadora conectada al cafion. Insertdé un deslizador, configurando los valores de
acuerdo con los que aparecian en el enunciado de la actividad y definio la funcion
f (x) = a x?. Comentd que de este modo puede visualizarse en el grafico la forma en la que

varia la amplitud de la parabola de acuerdo con el signo del coeficiente principal.

Uno de los integrantes del Grupo 1 coment6 que ademas del signo, que se asocia a que la
parabola quede orientada hacia arriba o hacia abajo, podria hacerse hincapié en los valores
mayores 0 menores que 1 en valor absoluto, ya que modifican la apertura del grafico
respecto de la primera funcién graficada. Todos estuvieron de acuerdo en esas dos
cuestiones que se pueden remarcar a partir de la resolucién de esta segunda actividad.

El mismo integrante del Grupo 3 escribid luego en el pizarrén lo que indicé como la forma

polinémica de una funcién cuadratica f(x)=ax*+bx+c, que se corresponde con un

polinomio de grado 2. Recordo la formula correspondiente a una funcion lineal, como un
polinomio de grado 1, y comento la diferencia entre ambas expresiones.

Copi0 en el pizarrén las formulas de las funciones dadas en el enunciado e indico que sobre
ellas se puede analizar si la parabola va a estar orientada hacia arriba o hacia abajo. Los
integrantes de los otros dos grupos fueron respondiendo y el estudiante que se encontraba
en el pizarron coloco al lado de cada item la respuesta que le fueron indicando.

De manera similar, procedié con las otras funciones y preguntd cuales de ellas se
correspondian con una funcion cuadratica. También en este caso los integrantes de los otros
dos grupos fueron respondiendo, teniendo en cuenta la resolucion que habian realizado la

clase anterior. Asi, reviendo los calculos correspondientes en algunos items, fueron
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respondiendo para cada funcién y quien se encontraba en el pizarrdn escribi6 junto a cada
expresion la respuesta que iban indicando.

Otro de los integrantes del Grupo 3 fue quien continué con el desarrollo de las actividades,
escribiendo en el pizarron Raices de una funcion cuadratica, a modo de titulo, y a
continuacion escribio la formula correspondiente. A modo de revision de algunos
contenidos previos indicd que, en el caso de las funciones lineales, los alumnos de Nivel
Secundario ya habian hallado su cero o raiz y también habian visto su interpretacion grafica
como interseccién con uno de los ejes cartesianos.

Escribid a continuacion la expresion de la primera funcion dada en el enunciado y explico

el modo en el que se aplica la formula escrita anteriormente. Realizé los calculos que

2420

correspondian al ejemplo dado, llegando a los valores de las raices x, = 2

5 . Indico que, de acuerdo con la formula dada, podrian hallarse dos raices en

_2+\/2_0
4

el caso de las funciones cuadraticas, a diferencia de las funciones lineales conocidas.
GraficO en GeoGebra la funcion, corroborando los resultados obtenidos, y volvio a la
interpretacion gréafica donde los valores se correspondian con la interseccion del eje de
abscisas.

Repitié los pasos para los dos ejemplos siguientes, donde se incluyeron una funcion

cuadratica con una raiz real doble x, = x, =1 y otra sin raices reales. En cada caso, luego

de los célculos realizados, también representé graficamente en GeoGebra a modo de

confirmacion de los resultados obtenidos y mostro la interpretacion grafica.
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Repasando los calculos realizados, sefialé en cada caso el signo del radicando, indicando
que se denomina discriminante, y de ello depende si la funcién cuadrética tiene raices
reales, con la correspondiente interseccidn con el eje de abscisas, y cuantas.

El mismo estudiante escribioé luego en el pizarrdn las formulas para calcular el eje de

simetrfa x = - y el vértice de la parébola (x,;y,)= —ﬁ;f(—iJ y Propuso
2a 2a 2a

aplicarlas a la funcion f(x)=-2x*+8x+10. Con la participacion de todos, fueron

realizando los célculos correspondientes en el pizarron, hallando los valores de las raices
ademas del eje y el vértice. Utilizando el cafidn para proyectar en el pizarrdn, realizd con
GeoGebra el grafico correspondiente.

Otro de los integrantes del Grupo 3 pasO al pizarron y explico que la férmula dada
f(x)=ax®+bx+c correspondia a la expresion polindmica de la funcion cuadréatica,
existiendo también la expresion candnica y la expresion factorizada, indicando en cada caso
la forma correspondiente. Aclar6 que la expresion f(x) = a-(x— X, )2 +y, hace referencia

al coeficiente principal y al vértice de la parabola, hallado en la actividad anterior. Asi,

utilizO esos resultados obtenidos a modo de ejemplo para indicar que
f(x) =—2x* +8x+10 podia expresarse de la forma f(x)=-2-(x—-2)*+18. Y aclar6
luego que la expresion f(x) =a-(x—x,)-(x—x,) hace referencia al coeficiente principal y
las raices de la parabola, en caso de tener raices reales. Utilizando a modo de ejemplo la
misma funcion, escribi6 que f(x)=-2x*+8x+10 podia expresarse de la forma

f(x)=-2-(x+1)-(x-5).
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Respecto de la actividad incluida en la propuesta disefiada por el grupo, copio en el
pizarrén los enunciados y en cada caso entre todos los integrantes de los grupos fueron
indicando las respuestas, siguiendo las resoluciones que habian realizado en la clase
correspondiente a la implementacion de las actividades. También en cada caso grafico en
GeoGebra y se visualizo en el pizarron el grafico de cada funcion, corroborando si la
férmula obtenida se correspondia con los datos dados en los enunciados. El estudiante que
estaba exponiendo comentd a los otros grupos que le parecio importante que al momento de
resolver la actividad, los alumnos de Nivel Secundario se pudieran dar cuenta qué forma o
expresion de la funcion cuadratica conviene mas usar en cada caso, de acuerdo con los
datos con que se cuente.

Volvio a pasar al pizarron el integrante del Grupo 3 que habia realizado las primeras

actividades y propuso resolver como actividad final o integradora un analisis de la funcion
f (x) =—3x? + x + 2 identificando los elementos principales que se pedian en el enunciado:

los coeficientes, el vértice, el eje de simetria, la ordenada al origen y las raices. Los otros
dos grupos iban indicando las respuestas, por tener los célculos realizados previamente.
Grafico también la funcion en GeoGebra y corroboraron los resultados obtenidos.

Por falta de tiempo, no llegaron a resolver la actividad presentada como optativa, pero
recordaron que en la clase destinada a la implementacion de la propuesta se habia
conversado acerca del tema, considerdndola como optativa porque la dejarian planteada
para aquellos alumnos que tengan interés en relacionar la funcion lineal ya vista con la
funcion cuadratica. No coment6é el modo en que resolveria analiticamente el sistema de

ecuaciones, pero llegé a mostrar en GeoGebra que graficando las dos funciones dadas,
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podrian visualizarse los puntos de interseccion entre ellas, y podrian calcularse utilizando la

herramienta incluida en el software que halla las intersecciones entre objetos.

Las propuestas de ensefianza disefiadas por los grupos, en algunos casos con las
modificaciones realizadas a partir de las implementaciones y la reflexion conjunta, se

encuentran compiladas en el Anexo 3.

4.5 Analisis de las propuestas de ensefianza

A continuacién se recorren las categorias de andlisis, de acuerdo con lo incluido en el
apartado 3.6, para cada una de las propuestas de ensefianza disefiadas por los tres grupos de
estudiantes del Profesorado en Matematica con los que se han realizado las actividades

(apartados 4.5.1 a2 4.5.3).

4.5.1 Analisis de la propuesta de ensefianza disefiada por el Grupo 1

De acuerdo con las categorias presentadas en el apartado 3.6, el analisis de la propuesta de
ensefianza disefiada por el Grupo 1 se divide en seis subapartados (4.5.1.1 a 4.5.1.6)

teniendo en cuenta los atributos considerados.

4.5.1.1 Aspectos de la funcion cuadratica
La secuencia realiza el estudio de la funcién cuadratica a partir de las distintas escrituras de
su formula (sombreado en la Tabla 4.1): inicia el desarrollo del contenido presentando la

expresion polindmica y la forma en la que se pueden identificar y calcular los elementos
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principales de su gréfica a partir de los coeficientes de dicha expresion; define luego las
distintas expresiones de la funcion cuadratica, identificando la polinémica, la candnica y la
factorizada, e incluye dos ejemplos acerca de como puede realizarse el pasaje de una
expresion a otra (un ejemplo es de la expresion polindmica a la candnica y el otro es de la
factorizada a la polindmica). Un ejercicio integrador que se encuentra al final de la

propuesta también presenta las tres expresiones que corresponden a una funcion dada.

Tabla 4.1. Anélisis de la categoria: Aspectos de la funcion cuadratica — Grupo 1
Aspectos de la funcidn cuadratica
. Problemas en contextos . - Distintas escrituras de
Para contar colecciones s Expresion canonica 2
geométricos su férmula

Fuente: elaboracion propia.

Si bien se menciona la expresién candnica como una de las posibles para una funcion
cuadratica, no es la manera en que se introduce el estudio de la misma; solo se la presenta
al momento de definir las tres expresiones en que puede escribirse este tipo de funciones,
pero no se realiza un estudio de ellas a partir de su expresion candnica, como puede ser el

analisis de los desplazamientos de su grafica, por ejemplo.

4.5.1.2 Caracteristicas de las actividades

La propuesta de ensefianza no esta dividida de manera explicita en distintas actividades
sino que presenta un ejemplo de desarrollo de la unidad relativa al contenido Funcion
Cuadratica, donde se combinan las explicaciones y las presentaciones de cada uno de los
aspectos y de los temas relativos a dicha funcion, con las actividades destinadas a los
alumnos incluyendo ademas su resolucion. La exposicion que ha realizado el Grupo 1 en la

ultima etapa de la investigacion, donde se ha explicitado de manera mas detallada el modo
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en que se desarrollarian las actividades con los alumnos de Nivel Secundario, ha
contribuido a diferenciar aquellas que seran explicadas por el docente de las que seran
resueltas por los estudiantes destinando el tiempo necesario para ello.

De esta manera, puede identificarse en el disefio de la propuesta una primera parte a modo
de introduccién que define la funcién cuadratica a través de su expresion polindmica,
presenta ejemplos de gréaficas y define los elementos principales que las componen: una
tarea destinada a la explicacion y la comprension por parte de quien lee el texto, como tipo
de actividad principal.

Se presenta luego una actividad para realizar en GeoGebra, donde se indican los pasos a
seguir en el software para definir algunos elementos y configurar algunas de las opciones
que estos incluyen, y se solicita al alumno responder acerca de algunos elementos
principales de la funcion cuadratica dada. La actividad apunta a la aplicacion y ejercitacion
de los contenidos desarrollados en el item anterior de la propuesta.

Se incluye a continuacion un nuevo desarrollo tedrico definiendo las tres expresiones que
puede tener la férmula correspondiente a una funcién cuadratica, identificAndose también
con la subcategoria de explicacion y comprension.

A continuacion se identifican dos tipos de actividades que corresponden a Ejemplo —
llustracion, ya que a través de ellos se muestra respectivamente el pasaje de un tipo de
expresion a otra en la formula de una funcién cuadratica y el analisis completo de otro
ejemplo dado.

Finalmente, y con el subtitulo Ejercicio integrador, se presenta una actividad que resulta del
tipo Ejercicio — Aplicacion — Practica ya que requiere la aplicacion y revisién de todo lo

desarrollado anteriormente.
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Lo analizado se resume en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto — Grupo 1

Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto

Propuesta de ensefianza

Tipo de actividad

(1) Introduccion

Explicacién — Comprension

(2) Actividad Ejercicio — Aplicacién — Préctica
(3) Desarrollo de contenidos Explicacién — Comprension
(4) Actividad Ejemplo — llustracion

(5) Andlisis de una funcion cuadratica

Ejemplo — llustracion

(6) Ejercicio integrador

Ejercicio — Aplicacién — Préctica

Fuente: elaboracion propia.

En la Tabla 4.3 se visualizan los posibles tipos de actividades que la tarea requiere del
sujeto, de acuerdo con lo indicado en el apartado 3.6, con las actividades que se

corresponden con cada tipo en la propuesta de ensefianza disefiada por el Grupo 1.

Tabla 4.3. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto — Grupo 1
Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto

Tipo de actividad Propuesta de ensefianza

(2) Actividad

(6) Ejercicio integrador

Ejercicio — Aplicacion — Préctica

Problema

(4) Actividad

(5) Andlisis de una funcion cuadratica
(1) Introduccion

(3) Desarrollo de contenidos

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo — llustracién

Explicacién — Comprensién

Tal como se desprende de la Tabla 4.3, no se presenta alguna actividad que tenga como
objetivo la resolucion de una situacion problematica. Junto a los desarrollos tedricos que se
incluyen a modo de explicacion de los contenidos, se agregan actividades guiadas y
pautadas que presentan algin ejemplo de resolucion para luego aplicarse a otro ejercicio
similar o ejercicios que requieren la utilizacién de las formulas dadas para ser aplicadas en

los calculos correspondientes a su resolucion.
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Con respecto a la subcategoria de andlisis Por la presentacion o formato, se puede observar
que en todas las actividades incluidas prevalece un enunciado verbal, si bien en algunos
casos se acompafia de un lenguaje simbolico cuando se incluyen las férmulas
correspondientes a las funciones cuadraticas dadas y de un lenguaje gréafico cuando el
desarrollo tedérico que se incluye en la propuesta muestra también el gréafico

correspondiente a la funcion (Tabla 4.4).

Tabla 4.4. Analisis de la subcategoria: Por la presentacidn o formato — Grupo 1
Por la presentacion o formato

Con enunciado

Verbal Sin enunciado

No verbal: Simb6lico — Gréfico
Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con la naturaleza de la tarea, las actividades incluidas en la propuesta son
artificiales (Tabla 4.5). Tal como se ha indicado, la misma se inicia con un desarrollo
teodrico a partir de la expresion polindmica de una funcion cuadréatica y las definiciones de
algunos de los elementos principales de su grafica, incluyendo expresiones algebraicas
generales sin ningun contexto. Solo en esta actividad introductoria se presentan unas
iméagenes junto al comentario:

Su gréfica es una pardbola y lo podemos apreciar en efectos o construcciones de nuestra vida
cotidiana.

Las imagenes muestran respectivamente: una persona tirando una pelota desde distintos
puntos visualizando la diferencia entre una caida libre o un tiro oblicuo, los cables de un
puente colgante y dos monumentos en distintas ciudades.

Si bien estas imagenes permiten identificar las parabolas en distintos contextos reales, no se
hace foco en este punto dentro del desarrollo de la actividad ni se trabaja a partir de ello. La

actividad se centra en la presentacion de la expresion polindGmica correspondiente a una
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funcion cuadratica y de sus coeficientes, los elementos principales que se identifican en su
gréfica y las formulas que permiten calcular los valores de algunos de esos elementos a
partir de la expresién polindmica dada.

El resto de las actividades también tiene una naturaleza artificial, trabajando con las
distintas expresiones de la funcién cuadratica, incorporando en algln caso la utilizacion del

software GeoGebra, pero ninguno centra la naturaleza de la tarea en un contexto real.

Tabla 4.5. Analisis de la subcategoria: Por la naturaleza de la tarea — Grupo 1
Por la naturaleza de la tarea

Reales
(contextuales, naturales, Acrtificiales
situaciones de la realidad)
Fuente: elaboracién propia.

Considerando la motivacion o finalidad general de la tarea, todas las actividades son

escolares (Tabla 4.6).

Tabla 4.6. Andlisis de la subcategoria: Por la motivacion o finalidad general de la tarea — Grupo 1
Por la motivacion o finalidad general de la tarea
Escolares | Socioculturales | Ludicas | Historico culturales
Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con la finalidad didactica, la actividad que se presenta a modo de introduccion
es De explicacion — Comprension ya que, tal como se ha comentado en subcategorias
anteriores, se incluye a modo de desarrollo tedrico la definicién de la funcion cuadrética a
través de su expresion polindmica, la influencia del signo del coeficiente principal,
ejemplos de graficos de pardbolas en la vida cotidiana y graficos realizados en GeoGebra
de ciertas formulas dadas. A lo largo de toda la actividad, tal como es presentada en la

propuesta y tal como el Grupo 1 lo ha implementado en la etapa anterior de la presente
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investigacion, los alumnos de Nivel Secundario a los que esta destinada deben comprender
el texto incluido e interpretar los resultados de los graficos dados.

La siguiente, que requiere la utilizacién de GeoGebra, se considera De ejecucion, ya que en
el enunciado se detallan paso a paso los elementos del software que hay que utilizar, se
especifican los valores de las configuraciones y se sefiala el especifico que debe indicarse
en un deslizador, por ejemplo, limitando el caracter dinamico del software a un Gnico caso
en lugar de permitir la investigacion o la exploracion acerca de la variacion del grafico de
acuerdo con los distintos valores posibles.

Aparece luego un desarrollo tedrico que explica los tipos de expresiones de una funcion
cuadratica, considerandose una actividad De explicacion — Comprension, seguida de otra
De ejecucion, donde a traves de ejemplos dados se desarrolla el modo en el que se puede
pasar de un tipo de expresion a otra.

El andlisis de una funcidn cuadratica dada que se presenta a continuacién corresponde con
una actividad De ejecucion, aplicando las formulas que fueron incluidas con anterioridad
para hallar sus elementos principales y realizar su grafico.

El ejercicio integrador que se incluye al final de la propuesta puede considerarse una
actividad De evaluacion, ya que repasa los contenidos desarrollados, aplica las formulas
mencionadas para el célculo de algunos de los elementos principales de su grafica y su
resolucion permite evaluar lo visto.

Lo analizado se resume en la Tabla 4.7.
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Tabla 4.7. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de finalidad didactica — Grupo 1

Por el tipo de finalidad didactica

Propuesta de ensefianza

Tipo de finalidad didactica

(1) Introduccién

De explicacion — Comprension

(2) Actividad De ejecucion
(3) Desarrollo de contenidos De explicacion — Comprension
(4) Actividad De ejecucion

(5) Andlisis de una funcion cuadratica

De ejecucion

(6) Ejercicio integrador

De evaluacion

Fuente: elaboracion propia.

Puede visualizarse en la Tabla 4.8 los posibles tipos de finalidad didactica junto con las

actividades que se corresponden con cada tipo en la propuesta de ensefianza disefiada por el

Grupo 1.

Tabla 4.8. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de finalidad didactica — Grupo 1

Por el tipo de finalidad didéctica

Tipo de finalidad didactica

Propuesta de ensefianza

De ejecucion

(2) Actividad
(4) Actividad
(5) Analisis de una funcién cuadratica

De investigacion — Exploracién

De evaluacion

(6) Ejercicio integrador

De explicacién — Comprensién

(1) Introduccion
(3) Desarrollo de contenidos

Fuente: elaboracion propia.

Como se puede apreciar en la Tabla 4.8, ninguna resulta De investigacion o De
exploracion. Ademas de incluirse los desarrollos tedricos de los contenidos a modo de
explicacién y comprension, prevalecen ejercicios del tipo De ejecucidn donde se aplican las
férmulas dadas para realizar célculos que llevan a su resolucion o se siguen en GeoGebra
los pasos indicados y pautados previamente en el enunciado.

De acuerdo con el tipo de proceso de resolucién, todas las actividades son Cerradas (Tabla

4.9). Tal como se comento en la subcategoria anterior, hay una Unica actividad para ser
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resuelta en GeoGebra que podria permitir la exploracion, pero el enunciado limita los

valores que deben asignarsele a los deslizadores y no cuestiona acerca de sus variaciones.

Tabla 4.9. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de proceso de resolucion — Grupo 1
Por el tipo de proceso de resolucion
Tareas cerradas | Tareas abiertas
Fuente: elaboracidn propia.

Todas las actividades resultan Con solucion y cada respuesta es Gnica también en todos los
casos por las caracteristicas de los enunciados, de manera similar a lo comentado respecto
de las subcategorias anteriores (Tabla 4.10). Asi, se encuentran desarrollos tedricos que
incluyen definiciones y formulas, ejemplos ya resueltos que muestran un Unico caso y
generalizan los resultados hallados a otros posibles y las actividades destinadas a ser
resueltas por los alumnos incluyen, por ejemplo, preguntas del tipo:

En cada caso, ¢cudles son las coordenadas del vértice y de las raices?, habiendo graficado

previamente en GeoGebra las funciones f(x)=x*+3x+4 y f(x)=2x*-2, limitando

las soluciones a que sean unicas.

Tabla 4.10. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de solucion — Grupo 1
Por el tipo de solucién

Con solucion

o Sin solucién
Unica

Fuente: elaboracion propia.

Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada, la primera
propuesta a modo de introduccion se asocia a Definicion, ya que incluye las definiciones
de: una funcion cuadrética a traves de su expresion polindmica, el coeficiente principal y la
manera en que influye su signo en la representacion gréfica de la funcion, ordenada al
origen, raiz y su formula para calcularla, eje de simetria y vértice. Dentro de la misma

actividad también puede mencionarse la Representacion ya que se incluyen cuatro
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imagenes de gréficas de parabolas en situaciones cotidianas o en construcciones
arquitecténicas como asi también tres ejemplos de expresiones polinémicas y sus graficos
correspondientes.

La siguiente actividad se asocia al tipo Procedimiento ya que detalla los pasos a seguir para
utilizar el software GeoGebra, definir deslizadores y la expresion polinémica de una
funcién cuadrética utilizdndolos.

El desarrollo tedrico que se presenta a continuacion se corresponde con el tipo Definicion,
incluyendo en este caso lo relativo a las distintas expresiones que puede tener una funcion
cuadrética. Asi, se definen las formas polindmica, candnica y factorizada presentando las
expresiones generales de cada una de ellas y los elementos que la componen.

La actividad que se presenta a continuacion se corresponde con el tipo Algoritmo ya que
presenta las operaciones y los calculos necesarios para pasar de una expresion polinémica a
una canonica, y de una factorizada a una polinémica.

El andlisis de una funcion cuadratica que se incluye a continuacion es del tipo
Procedimiento, ya que presenta todos los pasos a seguir para realizarlo, incluyendo las
férmulas que ya habian sido dadas junto a las definiciones, para ser utilizadas ahora en el
calculo de algunos de los elementos principales del grafico. Como algunas definiciones
pueden haberse presentado con anterioridad al desarrollar el contenido Funciones o
Funcion Lineal, se considera en este punto una revision de las definiciones de intervalos de
crecimiento, decrecimiento, de positividad y de negatividad, por lo que no es el objetivo
principal de la actividad y por eso no se la asocia al tipo Definicion.

La ultima actividad presentada como un ejercicio integrador se asocia al tipo Procedimiento

ya que su resolucion incluye los pasos a seguir para pasar a las expresiones polinémica y
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canonica la férmula de una funcién cuadratica dada en su expresion factorizada, la
realizacion de su gréfico, y el andlisis correspondiente a partir del mismo (indicar el
dominio, imagen, vertice, eje de simetria, ceros o raices, intervalos de crecimiento,
decrecimiento, de positividad y de negatividad, ordenada al origen). Se incluye también el
Algoritmo para pasar de una expresion polindmica a una canonica por el método de
completar cuadrados.

Lo analizado se resume en las Tablas 4.11y 4.12.

Tabla 4.11. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de conocimiento matematico o
actividad matemaética involucrada — Grupo 1
Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada

Propuesta de ensefianza

Tipo de conocimiento involucrado

(1) Introduccion

Definicion — Representacion

(2) Actividad Procedimiento
(3) Desarrollo de contenidos Definicion
(4) Actividad Algoritmo

(5) Analisis de una funcién cuadratica

Procedimiento

(6) Ejercicio integrador

Procedimiento — Algoritmo

Fuente: elaboracion propia.

Tabla 4.12. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de conocimiento matematico o
actividad matematica involucrada — Grupo 1

Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada

Tipo de conocimiento involucrado

Propuesta de ensefianza

Demostracion

Definicion

(1) Introduccion
(3) Desarrollo de contenidos

Representacion

Propiedad

Concepto

Procedimiento

(2) Actividad
(5) Analisis de una funcion cuadratica
(6) Ejercicio integrador

Algoritmo

(4) Actividad
(6) Ejercicio integrador

Problema

Fuente: elaboracion propia.

Tal como puede advertirse en la Tabla 4.12 hay varios tipos de actividades matematicas

(Demostracion, Representacion, Propiedad, Concepto) que no aparecen involucradas
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dentro del disefio de la propuesta analizada. Prevalecen actividades del tipo Procedimiento
donde sus resoluciones solo requieren de la utilizacion y aplicacion de férmulas dadas o de
la reproduccién de ciertos pasos similares a otro ejemplo ya desarrollado.

En cuanto al tipo de actuacion implicada (Tabla 4.13) la actividad introductoria apunta al
Anélisis — Comprension por parte de los alumnos de las definiciones dadas, de los
contenidos, imagenes y graficos presentados.

La actividad a desarrollarse en GeoGebra hace su foco en la Construccion utilizando
algunos de los elementos que incluye el software y especificandolo luego a los ejemplos
dados.

El desarrollo tedrico que se incluye a continuacion se asocia al tipo Analisis — Comprension
de las definiciones incluidas en la propuesta de ensefianza, correspondientes a las distintas
expresiones de una funcion cuadratica.

Los ejemplos que se presentan luego para realizarse el pasaje de una expresion a otra, se
corresponden con la aplicacion de las formulas que permiten calcular la abscisa del vértice
y los ceros de una funcién cuadratica, y utilizar los resultados obtenidos en la expresién
correspondiente.

Del mismo modo, en las Gltimas dos actividades se reconoce la aplicacion de las formulas
incluidas anteriormente y de los contenidos desarrollados; en un caso, en el analisis
completo de una funcion cuadratica, y el otro, en el pasaje de una expresion a otra de este

tipo de funcion y su correspondiente analisis.
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Tabla 4.13. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actuacion implicada — Grupo 1

Por el tipo de actuacion implicada
Propuesta de ensefianza Tipo de actuacion

(1) Introduccion Anadlisis — Comprension

(2) Actividad Construccion

(3) Desarrollo de contenidos Analisis — Comprension

(4) Actividad Aplicacion

(5) Andlisis de una funcion cuadratica Aplicacion

(6) Ejercicio integrador Aplicacion

Fuente: elaboracidn propia.

También en esta subcategoria es posible advertir que hay varios tipos de actuaciéon que no
aparecen involucradas en el desarrollo de la propuesta de ensefianza analizada:
Razonamiento, Justificacion, Comunicacion, Explicacion. Prevalecen las actividades
centradas en la Aplicacidn, segun el caso, de calculos presentados a través de formulas o de

procedimientos que se siguen a partir de otro ejemplo mostrado (Tabla 4.14).

Tabla 4.14. Andlisis de la subcategoria: Por el tipo de actuacién implicada — Grupo 1
Por el tipo de actuacion implicada
Tipo de actuacién Propuesta de ensefianza
Construccién (2) Actividad
Razonamiento
Justificacion

(4) Actividad
Aplicacion (5) Analisis de una funcion cuadratica
(6) Ejercicio integrador

Comunicacién
Explicacion

(1) Introduccion
(3) Desarrollo de contenidos
Fuente: elaboracidn propia.

Andlisis — Comprension

4.5.1.3 Herramientas para llevar a cabo las actividades

La actividad introductoria no utiliza en la propuesta presentada ninguna herramienta ya que
desarrolla los contenidos relativos a la definicion de funcion cuadratica, presenta unos
ejemplos de gréaficos y algunos de sus elementos principales e indica las férmulas

correspondientes para calcular dichos elementos. Con base en el modo en que el Grupo 1 ha
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realizado su exposicion, se consideran las herramientas que se han utilizado: el software
GeoGebra para graficar el primer ejemplo de funcion dada, lapiz y papel y calculadora para
la realizacion de algunos de los calculos correspondientes a los valores de los elementos
principales de su grafica.

La actividad que se incluye a continuacion se centra en la utilizacion del software
GeoGebra para su realizacion.

El desarrollo tedrico que aparece luego, donde se definen las tres formas en que se puede
expresar una funcion cuadratica, no requiere de la utilizacion de alguna herramienta ya que
solo consiste en la lectura y comprension del texto dado.

En la siguiente tarea, donde se pasa de una expresion a otra en dos ejemplos de funciones
cuadraticas, se requiere de lapiz y papel para su resolucion. En ninguna parte de la
propuesta se menciona la utilizacion de la calculadora, por lo que no se explicita si se
permite su uso. Durante la resolucién que se hizo en la etapa de implementacion
comentada, han utilizado la calculadora como herramienta de célculo en la realizacion de
las actividades, por lo que se puede sobreentender que la hayan considerado al disefiar esta
tarea.

Algo similar sucede en el analisis de una funcion cuadratica que se presenta a continuacion,
donde prevalece el desarrollo en lapiz y papel, se incluyen las formulas correspondientes
para el calculo de algunos elementos y se puede sobreentender la utilizacion de la
calculadora, que no se menciona de manera explicita.

El grafico que aparece al final del analisis esta realizado con GeoGebra, al igual que todos
los que se muestran en la propuesta de ensefianza. Durante la etapa de la investigacion

referida a la Exposicién del Grupo 1 (apartado 4.4.1) solo en esta actividad, (5) Analisis de
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una funcion cuadratica, el integrante del grupo que ha realizado dicha exposicion realiz6 en
el pizarron el gréafico de una funcion cuadratica sin utilizar la computadora; en ese caso, si
bien en la propuesta no se lo explicita, los alumnos de Nivel Secundario a los que estan
destinadas las actividades requieren de elementos de Geometria para la realizacion de ese
grafico.

El desarrollo del ejercicio integrador que muestra el analisis completo de una funcion
cuadratica y también repasa las distintas maneras en que se puede expresar la misma, es
realizado en lapiz y papel, pudiendo utilizar una calculadora si se considerara necesario, y
el grafico es realizado en GeoGebra.

En las Tablas 4.15 y 4.16 se resume lo relativo a esta categoria.

Tabla 4.15. Analisis de la categoria: Herramientas para llevar a cabo las actividades — Grupo 1

Herramientas para llevar a cabo las actividades
Propuesta de ensefianza Herramienta
GeoGebra
(1) Introduccién Lapiz y papel
Calculadora
(2) Actividad GeoGebra
(3) Desarrollo de contenidos
- Lapiz y papel
(4) Actividad Calculadora
Lapiz y papel
s - - Calculadora
(5) Analisis de una funcién cuadratica Elementos de Geometria
GeoGebra
Lapiz y papel
(6) Ejercicio integrador Calculadora
GeoGebra

Fuente: elaboracidn propia.
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Tabla 4.16. Analisis de la categoria: Herramientas para llevar a cabo las actividades — Grupo 1
Herramientas para llevar a cabo las actividades

Herramienta Propuesta de ensefianza

(1) Introduccion

(4) Actividad

(5) Analisis de una funcién cuadratica

(6) Ejercicio integrador

(1) Introduccién

(4) Actividad

(5) Andlisis de una funcion cuadratica

(6) Ejercicio integrador

Elementos de Geometria (5) Analisis de una funcién cuadratica

(1) Introduccion

(2) Actividad

(5) Analisis de una funcién cuadratica

(6) Ejercicio integrador

Fuente: elaboraci6n propia.

Léapiz y papel

Calculadora

Software matematico — GeoGebra

Si bien todas las herramientas son utilizadas para llevar a cabo las actividades, puede
observarse que en la utilizacion de GeoGebra prevalece su funcién de graficador, en
algunos casos para presentar el grafico correspondiente a una funcion definida a través de
su formula, o en otros, para corroborar con el software los resultados obtenidos en calculos

realizados con lapiz y papel.

4.5.1.4 Formas de representacion empleadas

La actividad introductoria se inicia con una descripcion verbal a modo de definicion de la
funcion cuadrética, de su coeficiente principal y de su influencia en el gréfico. Asimismo su
foco esta puesto en la formula o ecuacion como forma de representacion predominante ya
que, a partir de la expresion polindmica, es como se la define. Se incluyen también tres
graficos a modo de ejemplos que ilustran en cada caso su Vértice y la cantidad de raices que
puede tener una funcion de este tipo, junto a otras definiciones de algunos de los elementos

principales, también dados a través de sus formulas.
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La siguiente actividad también se centra en la formula o ecuacion como forma de
representacion de la funcion cuadratica, definiéndola en GeoGebra a través de su expresion
polinémica e insertando deslizadores para representar sus coeficientes, si bien interviene
también la representacién grafica como una de las salidas obtenidas a partir de la utilizacién
del software.

El desarrollo tedrico que se incluye a continuacién define las distintas maneras en que se
puede expresar una funcién cuadratica, con una descripcion verbal que caracteriza cada una
de ellas y las formulas o ecuaciones correspondientes, como formas de representacion.

En la actividad siguiente se indican a través de férmulas dos ejemplos de funciones
cuadraticas, una en forma polindmica para ser expresada en forma canonica y otra en forma
factorizada para ser pasada a la polindmica, utilizando siempre las expresiones algebraicas
correspondientes, sin intervenir en ningun caso otra forma de representacion.

El anélisis completo de una funcion cuadratica que se incluye a modo de ejemplo o
ilustracion se inicia a partir de la formula correspondiente a una funcion dada, si bien
interviene luego la grafica como otra forma de representacion, que también se utiliza en
dicho analisis ya que a través de ella se definen algunos de los elementos principales. A
modo de revisidn de contenidos previamente desarrollados en otras unidades, se incluyen
las definiciones de conjuntos dominio e imagen, eje de simetria, intervalos de crecimiento y
de decrecimiento, intervalos de positividad y de negatividad. Interviene la descripcion
verbal como otra forma de representacion empleada ademas de las férmulas o ecuaciones

que corresponden a los resultados del analisis de la funcion dada a modo de ejemplo.
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Algo similar sucede con la Gltima actividad planteada como ejercicio integrador, donde se
agrega también una revision de las distintas formas de expresar una funcién cuadratica,
dandole a la férmula o ecuacion como forma de representacion un papel mas predominante.
En ninguna de las actividades se incluye de manera explicita la tabla como una forma de
representacion y la descripcion verbal se utiliza solo al incluir definiciones pero no como
forma de representar una situacion que pueda ser modelizada a través de una expresion
cuadratica.

Lo analizado se resume en la Tabla 4.17.

Tabla 4.17. Analisis de la categoria: Formas de representacion empleadas — Grupo 1
Formas de representacion empleadas

Propuesta de ensefianza Forma de representacion
Férmulas o ecuaciones
(1) Introduccién Descripcion verbal
Gréficas
. Férmulas o ecuaciones
2) Actividad P
@ Graficas

Descripcion verbal

(3) Desarrollo de contenidos . .
Férmulas o ecuaciones

(4) Actividad Férmulas o ecuaciones
Formulas o ecuaciones
(5) Analisis de una funcién cuadratica Gréficas

Descripcion verbal
Formulas o ecuaciones
Gréficas

Fuente: elaboracion propia.

(6) Ejercicio integrador

Tal como puede observarse a lo largo de la propuesta de ensefianza analizada, en ninguna
actividad aparece la tabla como forma de representacion empleada, como asi tampoco ha
sido utilizada en la exposicion realizada por un integrante del grupo en la etapa de

investigacién comentada (Tabla 4.18).
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Tabla 4.18. Analisis de la categoria: Formas de representacion empleadas — Grupo 1
Formas de representacion empleadas

Forma de representacion Propuesta de ensefianza
Descripcion verbal (1) Introduccion
Tablas
(1) Introduccion
Graficas (2) Actividad

(5) Analisis de una funcion cuadratica
(6) Ejercicio integrador

(1) Introduccién

(2) Actividad

(3) Desarrollo de contenidos

(4) Actividad

(5) Andlisis de una funcion cuadratica
(6) Ejercicio integrador

Fuente: elaboracion propia.

Férmulas o ecuaciones

4.5.1.5 Traslaciones y conversiones entre representaciones

La introduccion no presenta una actividad o indicacion para los alumnos a ser desarrollada
por ellos. Muestra en forma de texto las definiciones de: una funcién cuadratica, su
coeficiente principal y su influencia en el grafico, algunos elementos que componen su
grafica, como ordenada, raiz, eje de simetria, vértice. Puede interpretarse como una tarea
que implica para el alumno la interpretacion de ese texto y se incluye en el desarrollo la
traslacion de ese registro de descripcion verbal al de formula o expresion algebraica, si bien
no es una actividad que se le pide al alumno que la realice. Asi, por ejemplo, se pasa de un
registro de descripcion verbal a formula cuando se indica:

En Matemética, una funcion cuadratica o funcion de segundo grado, es una funcion
polindmica de segundo grado y = ax® +bx +c

En esa misma introduccion también aparece una traslacién, de la formula o expresion
algebraica como registro de representacion al gréafico, al presentar tres ejemplos de

funciones cuadraticas definidas a partir de su formula como polinomio de segundo grado y
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sus correspondientes graficos, donde se identifican en cada caso su Vvértice y la cantidad de
raices que tiene.

En la siguiente actividad, a ser desarrollada por los alumnos en GeoGebra, también aparece
el proceso de traslacion del registro formula o expresion algebraica al grafico. Se indica por
ejemplo:

Ahora copiar en la barra de entradas f(x)=a*x*+b*x+c y presionar Enter, habiendo
definido previamente tres deslizadores que representan cada uno de los coeficientes del
polinomio de segundo grado. A partir de ello, el software realiza el grafico correspondiente

y se pide identificar las coordenadas del vértice y de las raices considerando los dos casos
particulares que se indican en el enunciado: f(x)=x>+3x+4y f(x)=2x*-2.

El desarrollo tedrico que se encuentra a continuacion acerca de las distintas formas en que
se puede expresar una funcion cuadratica segun sea polinémica, canénica o factorizada, se
corresponde con una traslacion del registro de descripcion verbal a férmula. De manera
similar a lo indicado en la actividad introductoria, se espera de los alumnos la lectura e
interpretacion tanto del texto como de esa traslacion de un registro a otro, ya que ese pasaje
se encuentra escrito y no se le solicita a los alumnos hacerlo. Por ejemplo:

La forma canbnica puede quedar expresada mediante el cuadrado de un binomio. Nos
permite visualizar las coordenadas del vértice (x, ; y, )

2
y=(x-x) +y,
La siguiente tarea a ser desarrollada por los alumnos requiere la aplicacion de lo visto en las
actividades anteriores pasando de una forma a otra las posibles expresiones de una funcion

cuadratica. En lo relativo a los registros de representacion, solo aparece el de formula o
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expresion algebraica, obteniendo distintas expresiones equivalentes entre los distintos pasos
para su resolucion.

En el andlisis de la funcién cuadratica que se incluye a continuacion, se escriben a modo de
revision algunas definiciones (conjunto dominio e imagen, raices, eje de simetria, intervalos
de crecimiento, decrecimiento, de positividad y de negatividad) acompafiadas en algunos

casos de las formulas correspondientes o de las respuestas al ejemplo dado
f(x) = x* +4x+3, mostrando una traslacion del registro de descripcion verbal al de

formula o expresion algebraica. A su vez, se realiza luego otro proceso de traslacion del
registro de férmulas o expresion algebraica al grafico, de donde se deducen también
algunas respuestas correspondientes al analisis.

El ultimo ejercicio presentado como integrador incluye el tratamiento dentro del mismo
registro de férmula o expresion algebraica, al pasar de una expresion a otra el ejemplo dado

de una funcion cuadratica: se presenta en forma factorizada g(x) = —(x—3)-(x—1) y se la

expresa luego en forma polindmica y canodnica. Se realiza el grafico utilizando los valores
de los elementos principales que se han calculado y se realiza el correspondiente andlisis de
la funcion de manera similar a la actividad anterior, mostrando también en este ejercicio la
traslacion de la formula o expresion al registro gréafico.

Se resume al respecto en la Tabla 4.19.
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Tabla 4.19. Analisis de la subcategoria: Proceso de traslacion — Grupo 1

Proceso de traslacion

A Situacioén / Formula /
Descripcion Tablas Gréficas Expresion
De verhal algebraica
(1) Introduccién
Situacién / (3) Desarrollo de
Descripcion contenidos
verbal (5) Analisis de una
funcién
Tablas
Gréficas
(1) Introduccion (4) Actividad
Formula / (2) Actividad (6) Ejercicio integrador
Expresién (5) Andlisis de una
algebraica funcién
(6) Ejercicio integrador

Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con lo analizado respecto de las actividades incluidas en la propuesta de
ensefianza disefiada por el Grupo 1 todas las actividades se corresponden con el tipo de
conversion indirecta, mostrandose Unicamente el pasaje de la ecuacion a la grafica dentro
de los tipos posibles (Tabla 4.20).

Tabla 4.20. Andlisis de la subcategoria: Tipos de conversiones — Grupo 1
Tipos de conversiones
Directa Indirecta
Ecuacion a gréfica

Fuente: elaboracion propia.

4.5.1.6 Analisis didactico

Si bien se pidi6 de manera expresa incluir un analisis del tipo cognitivo en el disefio de la
propuesta de ensefianza, el Grupo 1 no explicita dicho analisis: no aparece por escrito en el
texto entregado ni se ha mencionado en la exposicion realizada ningun tipo de analisis
referido a la identificacion o la descripcion de posibles dificultades que los alumnos de

Nivel Secundario puedan enfrentar o los posibles errores que puedan cometer al resolver las
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actividades propuestas, ni las posibles preguntas que podria hacer el docente, ni los modos
en que se iria gestionando la clase, entre otras cuestiones a considerar.

El analisis por parte de los estudiantes del Profesorado se centra en lo referido al contenido
(Tabla 4.21), con hincapié en la estructura de la unidad referida a Funciéon Cuadratica.
Identifican los conceptos y los procedimientos involucrados en la resolucion de las
actividades, si bien este analisis puede parecer incompleto o limitado ya que tal como se ha
mostrado en las categorias anteriores, no aparecen algunos tipos de actividades, hay un
unico proceso de resolucion y tipo de solucion involucrados, y no se utilizan todas las

formas y registros de representacion.

Tabla 4.21. Analisis de la categoria: Andlisis didactico — Grupo 1
Analisis didactico
Analisis Analisis
cognitivo de contenido
Fuente: elaboracidn propia.

Las Tablas 4.22 y 4.23 resumen lo analizado respecto de la propuesta de ensefianza

disefiada por el Grupo 1.

Tabla 4.22. Sintesis de los principales hallazgos a nivel global — Grupo 1
Distintas escrituras de su

Aspectos de la funcién cuadratica

formula
Por la presentacion o Con enunciado verbal
formato No verbal: simb6lico — gréafico

Por la naturaleza de la tarea Artificiales
. . Por la motivacion o finalidad
Caracteristicas de las actividades Escolares

general de la tarea

Por el tipo de proceso de

Tareas cerradas

resolucion

Por el tipo de solucién Con solucion Unica
Traslaciones y conversiones entre | . . .

Tipo de conversiones Indirecta

representaciones
Analisis didactico Analisis de contenido
Fuente: elaboracidn propia.
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Tabla 4.23. Sintesis de los principales hallazgos para cada parte de la propuesta — Grupo 1

Propuesta D (2) 3) 4 (5) (6)
Introduccién |  Actividad Desarrollo Actividad Analisis de Ejercicio
Categ. de una funcién integrador
0 Subcateg. contenidos cuadrética
Tipo de Explicacion | Ejercicio Explicacién | Ejemplo Ejemplo Ejercicio
actividad Comprensién | Aplicacion | Comprension | llustracion lHustracion Aplicacion
que la tarea Préctica Préactica
requiere del
sujeto
Tipo de De De De De De De
finalidad explicaciéon | ejecucion explicacion | ejecucion ejecucion evaluacion
didactica Comprension Comprension
Tipo de Definicion Procedi- Definicion Algoritmo Procedi- Algoritmo
conocimiento | Representa- | miento miento
matematico o | cidn
actividad
matematica
involucrada
Tipo de Andlisis Construccion | Analisis Aplicacion | Aplicacion | Aplicacién
actuacion Comprensién Comprension
implicada
Herramientas | GeoGebra GeoGebra Lapizy Lapizy Lapizy
parallevara | Lapizy papel papel papel
cabo las papel Calculadora | Calculadora | Calculadora
actividades | Calculadora Elementos | GeoGebra
de
Geometria
GeoGebra
Formas de Formulaso | Formulas o | Descripcion | Formulaso | Formulaso | Férmulas o
representa- | ecuaciones ecuaciones verbal ecuaciones ecuaciones ecuaciones
cion Descripcion | Gréficas Formulas o Graficas Gréficas
empleadas verbal ecuaciones Descripcion
Gréficas verbal
Proceso de Descripcion | Formula a Descripcion | Formula a Descripcion | Formula a
traslacion verbal a gréfica verbal a férmula verbal a formula
formula formula féormula Formula a
Formula a Formula a grafica
gréafica gréfica

Fuente: elaboracion propia.

4.5.2 Analisis de la propuesta de ensefianza disefiada por el Grupo 2

De acuerdo con las categorias presentadas en el apartado 3.6, el andlisis de la propuesta de

ensefianza disefiada por el Grupo 2 acerca del contenido Funcion Cuadratica incluyendo

GeoGebra en sus actividades, se divide en seis subapartados (4.5.2.1 a 4.5.2.6).
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4.5.2.1 Aspectos de la funcion cuadratica

Esta propuesta de ensefianza se estructura presentando cuatro actividades para el desarrollo
de los contenidos relativos a Funcién Cuadratica y otra, mencionada como actividad de
cierre.

Se incluye junto a cada actividad un comentario o aclaracion acerca de la misma donde se
indican algunas cuestiones referidas a su andlisis: contenidos previos que se requieren,
contenidos que se pueden desarrollar a partir de su implementacion, resultados que se
esperan, etc.

Con respecto a los aspectos referidos a las funciones cuadraticas que se analizan en este
apartado, puede observarse que en la primera actividad se hace hincapié en las distintas
escrituras de su formula, presentando un problema donde la funcion esta definida en forma

factorizada f(t)=t- (8—t), aclarando luego en el andlisis que se incluye en la propuesta:

A partir de esta actividad se ve con los alumnos que f(t)=t- (8 —t) = —t% +8t y se define entonces
la funcién cuadratica a partir de un polinomio de 2° grado f(x) =ax® +bx+c

La segunda actividad aborda como aspecto de la problemética cuadratica el referido al

estudio de la funcién a partir de la expresién candnica de su formula, trabajando con el
software GeoGebra. Se inicia la actividad graficando f(x) = x? vy, a través de distintos
deslizadores, se analiza la manera en que se va modificando el gréfico inicial segun el

modo en que varien los valores de esos deslizadores, graficando asi f(x)=ax?,

f(x)=x*+c, f(x)= (x - b)2 , correspondientes a distintos items de la misma actividad.

Las siguientes dos actividades también se centran en la utilizacion de las distintas escrituras

de su férmula, una de ellas centrandose en lo relativo a la cantidad de raices que puede
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tener una funcién cuadratica, y la otra haciendo hincapié en las distintas formas en que se
puede expresar la misma funcion.

La actividad de cierre presenta un problema en un contexto geométrico, con algunos puntos
ubicados en los lados de un cuadrado que forman un nuevo cuadrado. Se pide analizar el
modo en que varia el area de esta nueva figura a medida que se desplazan los puntos a lo
largo del lado del cuadrado inicial.

Los aspectos contemplados se indican en la Tabla 4.24.

Tabla 4.24. Analisis de la categoria: Aspectos de la funcion cuadratica — Grupo 2
Aspectos de la funcidn cuadratica
Problemas en contextos -, - Distintas escrituras de
g Expresion canonica 2
geométricos su férmula
Fuente: elaboracion propia.

Para contar colecciones

4.5.2.2 Caracteristicas de las actividades

Se introduce el contenido Funcion Cuadratica a través de la Actividad 1, que corresponde a
un problema en cuanto al tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto que la resuelve
de acuerdo con lo analizado en esta subcategoria, modelizando a través de una expresion
cuadrética la distancia recorrida por un camion en funcién del tiempo y de ello se agregan
luego dos preguntas o items a responder:

La distancia en km a la que se encuentra un camion respecto de la empresa para la que
trabaja, desde que sale hasta que vuelve, en funcién del tiempo (expresado en horas) esté
dado por la formula f(t)=t-(8—t)

a) ¢Cudantas horas tarda el camion en volver a la empresa?

b) Si el camion salié a las 7:00 hs, ¢ a qué hora se encuentra mas lejos de la empresa y a
qué distancia esta?

Dado que los alumnos de Nivel Secundario no conocen aun el contenido sino que se lo

introduce a través de esta actividad, la misma resulta un problema ya que debe interpretarse

el enunciado y la situacion planteada, puede apelarse a distintas formas de resolverlo o de
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tomar registro de los datos y no es inmediata la respuesta a cada una de las preguntas
planteadas, ya que no se conocen previamente las formulas o los conceptos que pueden
llevar a ellas.

La segunda actividad requiere del sujeto que la resuelve una explicacién y comprensién
para fundamentar y justificar la respuesta, ya que trabajando con GeoGebra y la utilizacion
de deslizadores, deben contestar acerca de lo que sucede de acuerdo con la variacion de los
mismos, segun sean ellos por ejemplo positivos 0 negativos, menores 0 mayores que 1,
entre otras cuestiones.

La Actividad 3 se asocia al tipo Ejercicio — Aplicacion — Practica ya que su resolucion
requiere de la utilizacion de GeoGebra para realizar los graficos correspondientes a tres
funciones dadas e identificar en ellos algunos de sus elementos principales, como raices, eje
de simetria y vértice. Puede considerarse una ejercitacion y aplicacion de temas
desarrollados en las actividades anteriores.

Algo similar sucede con la siguiente, donde también se pide graficar tres funciones dadas,
expresadas de manera diferente en el enunciado, e identificar los elementos principales en
cada una de ellas.

Tanto en la tercera actividad como en la cuarta, el analisis que incluyen los estudiantes del
Profesorado que disefiaron la propuesta hace referencia a los contenidos que se quieren
desarrollar a partir de su resolucién. En un caso se trata de la cantidad de raices que puede
tener una funcidn cuadratica y en el otro, las distintas expresiones que pueden utilizarse en
la definicion de su férmula segin se trate de una expresion polindmica, factorizada o

candnica.
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La actividad de cierre presenta un problema a través de una situacion representada
geométricamente, que requiere la interpretacion de su enunciado y de los datos dados, la
resolucién de los primeros items a partir de algunos valores, la generalizacion que luego
puede hacerse respecto de la situacion planteada, la modelizacion a través de una férmula y
la vinculacion con los conceptos anteriormente desarrollados, como es el de maximo de una
funcion en este caso.

Este andlisis de la subcategoria Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto se

resume en la Tabla 4.25.

Tabla 4.25. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto — Grupo 2

Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto
Propuesta de ensefianza Tipo de actividad
Actividad 1 Problema
Actividad 2 Explicacion — Comprension
Actividad 3 Ejercicio — Aplicacién — Préactica
Actividad 4 Ejercicio — Aplicacién — Préactica
Actividad de cierre Problema

Fuente: elaboracion propia.

No se presenta ninguna actividad cuyo objetivo principal haga referencia a mostrar un
ejemplo o ilustracion acerca del desarrollo de alguno de los contenidos relativos a las

funciones cuadréticas (Tabla 4.26).

Tabla 4.26. Andlisis de la subcategoria: Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto — Grupo 2
Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto

Tipo de actividad Propuesta de ensefianza
Lo S - Actividad 3
Ejercicio — Aplicacion — Préctica Actividad 4
Actividad 1

Problema Actividad de cierre

Ejemplo — llustracion
Explicacién — Comprension Actividad 2
Fuente: elaboracion propia.
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En las cuatro actividades que presenta la propuesta de ensefianza disefiada por el Grupo 2
prevalece el enunciado verbal, si bien aparece también el lenguaje simbdlico a través de las
férmulas que definen las funciones cuadréticas dadas. En la actividad de cierre hay una
figura de analisis que se destaca para la comprension del enunciado; esta acompafiado de un

lenguaje verbal pero este resulta incompleto y solo a modo introductorio (Tabla 4.27).

Tabla 4.27. Analisis de la subcategoria: Por la presentacion o formato — Grupo 2
Por la presentacién o formato

Con enunciado

Verbal Sin enunciado

No verbal: Simbélico - Iconico
Fuente: elaboracion propia.

Teniendo en cuenta la naturaleza de la tarea (Tabla 4.28), todas las actividades se podrian
considerar artificiales dado que los alumnos no recopilan informacion o recogen datos de
un contexto real. Pero se pueden reconocer aspectos diferentes entre unas y otras, de
acuerdo con los enunciados dados.

Asi, la primera actividad incluye la formula correspondiente a una funcion cuadratica,
indicando que esta expresa la distancia a la que se encuentra un camidn respecto de la
empresa para la que trabaja, en funcion del tiempo. De esta manera, se esta modelizando
una situacion que podria ser real, si bien los datos dados no se justifican desde la base de
una situacion concreta de la realidad.

Las otras tres actividades, tal como se ha indicado, presentan una naturaleza artificial,
analizando desde el punto de vista grafico el comportamiento de las funciones de acuerdo
con la variacion de algunos parametros, la cantidad de raices que puede tener una funcién

cuadrética y las distintas expresiones de su férmula.
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La actividad de cierre, de manera similar a lo comentado en la primera, también se presenta
desde un contexto que podria considerarse real si se lo vincula con la geometria, analizando

lo que sucede a medida que varia la ubicacion de ciertos puntos sobre los lados de un

cuadrado.
Tabla 4.28. Analisis de la subcategoria: Por la naturaleza de la tarea — Grupo 2
Por la naturaleza de la tarea
Propuesta de ensefianza Naturaleza de la tarea

Actividad 1 Real, situacion de la realidad
Actividad 2 Artificial

Actividad 3 Artificial

Actividad 4 Artificial

Actividad de cierre Real, contexto geométrico

Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con la finalidad general de la tarea, todas las actividades que se presentan son

escolares (Tabla 4.29).

Tabla 4.29. Andlisis de la subcategoria: Por la motivacion o finalidad general de la tarea — Grupo 2
Por la motivacion o finalidad general de la tarea
Escolares | Socioculturales | Ludicas | Historico culturales
Fuente: elaboracion propia.

Si bien la primera actividad permite introducir a los alumnos en los primeros conceptos
relativos al contenido Funcion Cuadrética, por presentarse en forma de problema, se puede
considerar De investigacion — Exploracién de acuerdo con el tipo de finalidad didactica ya
que se puede recurrir a distintos procedimientos, analizar alternativas y examinar
posibilidades para dar respuesta a las preguntas formuladas en el enunciado. Si bien las
mismas pueden tener una respuesta inmediata cuando se cuenta con determinados
contenidos, en esta primera etapa los alumnos de Nivel Secundario tendrian que recurrir a

la investigacion y a la exploracion para llegar a los resultados.
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En la Actividad 2 hay una etapa De ejecucién, cuando se pide graficar en GeoGebra la

funcion f(x) = x* y definir deslizadores que redefinen la funcion anterior de la forma
f(x)=ax?, f(x)=x*+c, f(x)=(x—b)’. Se puede considerar también una finalidad De
investigacion — Exploracion cuando se pide analizar el modo en que varian los graficos de
la funciones a medida que lo hacen los valores de los deslizadores y que ello conduzca a los
alumnos a establecer la relacion que existe con el vértice de la parabola.

La Actividad 3 se corresponde con el tipo De ejecucion ya que se deben graficar en
GeoGebra tres funciones dadas e identificar en cada caso sus raices, el eje de simetria y el
veértice, siendo en todos los casos elementos previamente definidos en actividades
anteriores.

Algo similar sucede en la cuarta actividad donde también se deben graficar en GeoGebra
tres funciones e identificar sus elementos principales. Dado que se trata de la misma
funcién expresada de tres maneras diferentes, segun se trate de su definicion polindmica,
factorizada o candnica, puede considerarse también una finalidad De explicacion —
Comprensién cuando los alumnos de Nivel Secundario deban fundamentar o justificar esa
respuesta.

Dado que la ultima actividad se presenta como cierre, puede considerarse De evaluacion en
tanto redne todos los contenidos ya desarrollados en las actividades anteriores, si bien
intervienen procesos De investigacion — Exploracién en su resolucion.

Lo analizado se resume en la Tabla 4.30.
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Tabla 4.30. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de finalidad didactica — Grupo 2
Por el tipo de finalidad didactica
Propuesta de ensefianza Tipo de finalidad didactica
Actividad 1 De investigacion — Exploracion
Actividad 2 De ejecucion 5
De investigacion — Exploracion
Actividad 3 De ejecucion
Actividad 4 De ejecucion 5
De explicacion — Comprensién
Actividad de cierre De evaluacidn
Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con lo indicado, si bien prevalecen actividades del tipo De ejecucion, las
mismas no se limitan Gnicamente a la aplicacion de algoritmos y calculos para dar respuesta
a lo pedido sino que en casi todos los casos se agrega otra instancia, como el analisis, la
fundamentacién, la investigacion o la exploracion, segun la actividad de la que se trate

(Tabla 4.31).

Tabla 4.31. Andlisis de la subcategoria: Por el tipo de finalidad didactica — Grupo 2
Por el tipo de finalidad didactica

Tipo de finalidad didactica Propuesta de ensefianza

Actividad 2

De ejecucion Actividad 3
Actividad 4

De investigacion — Exploracion Act!v!dad !
Actividad 2

De evaluacion Actividad de cierre

De explicacidn — Comprension Actividad 4

Fuente: elaboracion propia.

Considerando el proceso de resolucion (Tabla 4.32), la Actividad 1 se puede considerar
abierta ya que los alumnos de Nivel Secundario no cuentan previamente con los contenidos
que estan involucrados en la situacion problemaética planteada, por lo que las respuestas a
las preguntas del enunciado no son inmediatas y pueden recurrir a distintos razonamientos

y procedimientos para llegar a esa resolucion.
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Las siguientes tres actividades se plantean para ser resueltas en GeoGebra. En la Actividad
2 se utilizan deslizadores para analizar la variacion de ciertos pardmetros en la formula que
define una funcién cuadréatica. En la tercera y en la cuarta se pide identificar los elementos
principales, tales como las raices, el eje de simetria y el vértice, con el objeto de analizar,
en un caso, la cantidad de raices que puede tener una funcion de este tipo, y en otro, las
distintas formas en las que se puede expresar la misma féormula.

Si bien la caracteristica dindmica del software permite cierto proceso de investigacion por
parte de los alumnos, por ejemplo en el analisis que surge de la utilizacion de deslizadores,
las actividades se pueden considerar cerradas ya que no aparecen distintos procesos en su
resolucion: se indica en el enunciado la forma en que se deben definir esos deslizadores, se
establecen los valores entre los cuales estos varian, se incluyen las formulas
correspondientes a ciertas funciones dadas y solo se deben identificar los elementos que se
piden.

La Actividad de cierre es una tarea abierta, ya que no hay un unico procedimiento que
permita su resolucion. Dado el planteo a partir de una situacion geométrica, los alumnos de
Nivel Secundario podrian llegar a dar respuesta a las preguntas que se incluyen en el
enunciado a través de distintos razonamientos o justificaciones; los contenidos relativos a
las funciones cuadréaticas que aparecen involucrados no se mencionan de manera explicita
en la consigna, por lo que su resolucién no se limita solo a la aplicacién de lo visto en esta

propuesta de ensefianza.
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Tabla 4.32. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de proceso de resolucion — Grupo 2

Por el tipo de proceso de resolucion
Propuesta de ensefianza Proceso de resolucion
Actividad 1 Tarea abierta
Actividad 2 Tarea cerrada
Actividad 3 Tarea cerrada
Actividad 4 Tarea cerrada
Actividad de cierre Tarea abierta

Fuente: elaboracion propia.

Si bien los integrantes del Grupo 2, tanto en la etapa de resolucién de las actividades por
parte de los otros grupos como en la de exposicion, no hicieron una referencia explicita a
estos tipos de resoluciones que se pueden dar, se observa en la propuesta que se inicia 'y se
concluye con actividades abiertas y se desarrollan en el transcurso otras de caracter algo

mas cerrado, con aplicaciones mas directas de los contenidos vistos (Tabla 4.33).

Tabla 4.33. Andlisis de la subcategoria: Por el tipo de proceso de resoluciéon — Grupo 2
Por el tipo de proceso de resolucién
Proceso de resolucion Propuesta de ensefianza
Actividad 2
Tareas cerradas Actividad 3
Actividad 4
Actividad 1
Actividad de cierre
Fuente: elaboracion propia.

Tareas abiertas

De acuerdo con lo analizado en las subcategorias anteriores, las actividades pueden
diferenciarse respecto de su proceso de resolucion, del tipo de tarea que requiere 0 su
finalidad didactica. Pero todas coinciden en que se puede llegar a una solucién Unica.
Algunas tareas hubieran permitido otros tipos de soluciones pero de acuerdo con los
enunciados y las preguntas que se incluyen en las consignas, se esperan respuestas Unicas a
cada una de las actividades propuestas mas alla de la exploracion y de la diversidad de

procedimientos que conducen a ellas (Tabla 4.34).
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Tabla 4.34. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de solucion — Grupo 2
Por el tipo de solucién

Con solucién

- Sin solucién
Unica

Fuente: elaboracion propia.

La Actividad 1 se corresponde con el tipo Problema teniendo en cuenta el conocimiento
matematico involucrado en su resolucién (Tabla 4.35), de acuerdo con las caracteristicas de
esta tarea mencionadas en el analisis de las subcategorias anteriores.

En la actividad siguiente se destaca el tipo Procedimiento en cuanto se indican algunos
pasos a seguir para su resolucién: definir una funcion cuadratica, incluir deslizadores (los
gue mencionan indicando su nombre y valores de su configuracion), analizar a partir de ello
el comportamiento y variacion del grafico, de acuerdo con las variaciones de esos
deslizadores. Puede identificarse también la Representacion como otro tipo de actividad
involucrada.

En las Actividades 3 y 4 predomina la Representacion, ya que se solicita representar
graficamente funciones cuadraticas dadas e identificar a partir de ello sus raices, el eje de
simetria y el vértice. También puede asociarse al tipo Algoritmo si se considera que, de
acuerdo con lo indicado por el Grupo 2 en su propuesta, se quiere lograr que los alumnos de
Nivel Secundario, a través de una de las actividades, identifiquen la cantidad de raices que
puede tener una funcién cuadratica y conozcan la formula para hallarlas, y a través de la
otra, conozcan las distintas expresiones de este tipo de funciones y conozcan el modo en
que se puede realizar el pasaje de una forma a otra.

La Actividad de cierre se caracteriza por ser del tipo Problema de acuerdo con el modo en

que se plantea una situacion geométrica y las formas en las que se puede llegar a su
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resolucién, modelizando a través de una funcién cuadratica el contexto dado y mostrando

una aplicacion del concepto de minimo.

Tabla 4.35. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de conocimiento matematico o
actividad matematica involucrada — Grupo 2

Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada
Propuesta de ensefianza Tipo de conocimiento involucrado
Actividad 1 Problema
Actividad 2 Procedimiento
Representacion
Actividad 3 Repre§enta0|on
Algoritmo
Actividad 4 Repre_sentauon
Algoritmo
Actividad de cierre Problema

Fuente: elaboracion propia.

Ninguna de las actividades propuestas se relaciona especificamente o de manera explicita
con la Demostracién, si bien muchas de las preguntas que se hacen pueden incluir una
argumentacion o fundamentacion en las respuestas dadas.

De manera similar, no hay actividades que hagan referencia a definiciones o que las
incluyan como parte del enunciado de la actividad, aunque en los comentarios que el Grupo
2 incluyo junto a cada tarea se exponen los contenidos que se esperan definir y desarrollar a
partir de cada resolucion. Similarmente se puede indicar respecto de ejercicios que
involucren de manera especifica en su consigna la aplicacion de conceptos como tipo de
conocimiento por lo que no se ha considerado como la principal actividad involucrada. Esto

se visualiza en la Tabla 4.36.
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Tabla 4.36. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de conocimiento matematico o
actividad matematica involucrada — Grupo 2

Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada
Tipo de conocimiento involucrado Propuesta de ensefianza
Demostracion
Definicion
Actividad 2
Representacion Actividad 3
Actividad 4
Propiedad
Concepto
Procedimiento Actividad 2
Algoritmo Act!v?dad 3
Actividad 4
Problema Activ!dad 1 .
Actividad de cierre

Fuente: elaboracion propia.

Respecto del tipo de actuacién implicada, predomina en la Actividad 1 el Anlisis y
Comprension de la situacion que se describe, la interpretacion de los datos y de las distintas
alternativas para su representacion y los diferentes procedimientos que se pueden utilizar
para su resolucidn, si bien también se puede mencionar la Justificacion en la forma de
argumentar las respuestas a las que se llegan.

En la Actividad 2 se destaca, por un lado, la Construccion que debe realizarse a partir de las
indicaciones dadas en el enunciado, iniciando la definicion en GeoGebra de una funcion
cuadratica y agregando luego deslizadores que representan ciertos parametros de su
formula. Por otro lado, y centrando el analisis en preguntas que se incluyen en la propuesta
de ensefianza, se puede considerar que la Explicacion es la actuacion que predomina en la
actividad ya que en los tres items se debe argumentar qué sucede en la grafica de la funcién

segun se varien los valores de los deslizadores, concluyendo lo que sucede en una formula

general del tipo f(x)=a-(x—x, )’ +y,.
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La tercera actividad puede considerarse de Aplicacion en tanto solo se debe responder a la
consigna hallando, para cada una de las tres funciones cuadraticas dadas, las raices, el eje
de simetria y el vértice en cada caso. Desde el punto de vista de la Construccion no aparece
esta en la realizacion del gréafico, ya que solo deben ingresarse en GeoGebra esas tres
funciones. Asimismo puede considerarse una actuacion implicada para quien resuelve la
actividad dado que no se conocen previamente las formulas que permitirian hallar los
elementos pedidos de manera inmediata, por lo que la utilizacion de conceptos relativos a la
Geometria y aplicaciones de las herramientas del software pueden conducir a la resolucion
de la actividad.

De acuerdo con el enunciado de la Actividad 4, solo se pide graficar en GeoGebra tres
funciones dadas y reconocer sus elementos principales, pero se trata de la misma funcion
expresada de tres maneras diferentes, segin sea polindmica, factorizada o canonica. En este
sentido, se puede interpretar que la actuacion implicada que predomina en la resolucion no
es solo el calculo de esos valores que se piden sino la explicacion y la justificacion que se
pueda brindar respecto de por qué sucede que los elementos principales encontrados sean
los mismos en todos los casos.

En la Actividad de cierre se pueden reconocer distintos tipos de actuacion, segun los items
que se incluyen dentro de la misma tarea. Por tratarse de un problema enunciado a partir de
una figura geométrica, se puede mencionar el Analisis y la Comprension como una de las
primeras implicancias relativas a la interpretacion de la situacion planteada y de los datos
dados. Cuando se intente modelizar esa situacion a través de una ecuacion cuadratica
aparece el Razonamiento que permite deducir una férmula que generaliza los resultados

obtenidos, y la Aplicacion de los contenidos desarrollados a través de las actividades
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anteriores, en particular, el de minimo de una funcién aplicado en este caso a la posibilidad
de hallar la menor superficie posible entre todos los cuadrados que se forman en la figura
dada.

Lo analizado respecto de esta subcategoria Por el tipo de actuacién implicada se resume en
la Tabla 4.37.

Tabla 4.37. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actuacion implicada — Grupo 2

Por el tipo de actuacion implicada
Propuesta de ensefianza Tipo de actuacion
L Anadlisis — Comprension
Actividad 1 Justificacion
Actividad 2 Explicacion
Construccion
Actividad 3 Aplicacion
Construccion
Actividad 4 Explicacion
Justificacion
Anadlisis — Comprension
Actividad de cierre Razonamiento
Aplicacién

Fuente: elaboracion propia.

Tabla 4.38. Andlisis de la subcategoria: Por el tipo de actuacién implicada — Grupo 2
Por el tipo de actuacién implicada
Tipo de actuacion Propuesta de ensefianza

Actividad 2

Actividad 3

Razonamiento Actividad de cierre

Actividad 1

Actividad 4

Actividad 3

Actividad de cierre

Construccion

Justificacion

Aplicacion

Comunicacién

Actividad 2
Actividad 4
Actividad 1
Actividad de cierre
Fuente: elaboracion propia.

Explicacion

Andlisis — Comprension

Tal como surge del analisis realizado, las actividades incluidas en la propuesta de

ensefianza disefiada por el Grupo 2 presentan una mayor variedad en el tipo de actuaciones
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que implican su resolucién, como asi también se puede observar que cada actividad por
separado o en forma individual tiene una mayor riqueza en la cantidad de actuaciones que
pueden aparecer implicadas, por la cantidad de items que se incluyen con distintos
objetivos y acciones o por la naturaleza de la situacion planteada que ofrece un abanico de

consideraciones para hacer (Tabla 4.38).

4.5.2.3 Herramientas para llevar a cabo las actividades

Excepto en el caso del software GeoGebra, donde en algunas actividades a su utilizacion se
la menciona de manera explicita, todas las herramientas pueden ser empleadas dependiendo
de quien la resuelve y del procedimiento que elija para ello.

Asi, en la Actividad 1 se incluyen dos preguntas relativas a la situacién problematica
planteada en el enunciado. En su resolucion, puede utilizarse lapiz y papel para el
desarrollo, calculadora de ser necesario para la realizacion de algun célculo, y elementos de
Geometria en la construccién de la tabla y el grafico correspondiente. De acuerdo con la
aclaracion o comentario que los integrantes del Grupo 2 incluyen en la propuesta junto a
esta actividad, GeoGebra sera utilizado a modo de verificacion de los resultados obtenidos,
comparando el gréafico realizado a mano con el que brinda el software.

La Actividad 2 se propone realizar en GeoGebra y utilizar deslizadores para analizar los
desplazamientos del grafico de acuerdo con la variacion de algunos parametros y llegar asi
a la expresion candnica de la funcion cuadratica. Excepto que se utilice lapiz y papel para
escribir las conclusiones a las que se llegan, solo se utiliza el software para la resolucién de

la actividad.
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En la siguiente también se propone el uso de GeoGebra para graficar las funciones dadas e
identificar los elementos principales en cada una de ellas. En la aclaracion o comentario
que los integrantes del Grupo 2 incluyen respecto de esta tarea se menciona que a partir de
la resolucion se analizard con los alumnos de Nivel Secundario la cantidad de raices que
puede tener una funcién cuadratica y se les dara la formula que permite su calculo
inmediato. A partir de esto, la comparacion y verificacién que se puede hacer entre los
resultados obtenidos a través del software y los que se pueden hacer a través de la formula,
requiere la utilizacion de lapiz y papel y de calculadora segun el caso.

Algo similar sucede en la Actividad 4 donde también se pide en el enunciado que se
grafiquen en GeoGebra tres funciones dadas y se indiquen sus elementos principales. Si
bien el software puede ser la Unica herramienta que se necesita en la resolucion, luego se
aclara la intencién del ejercicio, consistente en que los alumnos de Nivel Secundario
reconozcan que se trata de la misma funcion expresada de tres maneras diferentes. Al
querer justificar esta afirmacion se necesitara de lapiz y papel para realizar por escrito los
pasos necesarios que conducen de una expresion a otra.

La Actividad de cierre involucra la utilizacién de elementos de Geometria si se quiere
reproducir la figura dada, como asi también lapiz y papel y calculadora de ser necesaria
para la resolucion de los primeros items donde se pide hallar la superficie de un cuadrado
para ciertos valores de un segmento dado. Para deducir la funcion que representa el calculo
de esa superficie en todos los casos se requiere de lapiz y papel, al igual que para responder
al dltimo item acerca del cuadrado de menor superficie posible. Si bien no lo pide de
manera expresa en el enunciado, también se puede llegar a la interpretacién grafica de ese

resultado a través de la aplicacion del minimo de una funcién, para lo que se puede
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necesitar de elementos de Geometria 0 GeoGebra para la realizacion del gréfico
correspondiente.

En la Tabla 4.39 se sintetizan estos hallazgos.

Tabla 4.39. Analisis de la categoria: Herramientas para llevar a cabo las actividades — Grupo 2
Herramientas para llevar a cabo las actividades

Propuesta de ensefianza Herramienta

Lapiz y papel

Calculadora

Elementos de Geometria

GeoGebra

Actividad 2 GeoGebra

GeoGebra

Actividad 3 Lapiz y papel

Calculadora

GeoGebra

Lapiz y papel

Léapiz y papel

Calculadora

Elementos de Geometria

GeoGebra

Fuente: elaboracion propia.

Actividad 1

Actividad 4

Actividad de cierre

Tabla 4.40. Andlisis de la categoria: Herramientas para llevar a cabo las actividades — Grupo 2
Herramientas para llevar a cabo las actividades

Herramienta Propuesta de ensefianza

Actividad 1

Actividad 3

Actividad 4

Actividad de cierre

Actividad 1

Calculadora Actividad 3

Actividad de cierre

Actividad 1

Actividad de cierre

Actividad 1

Actividad 2

Software matematico - GeoGebra Actividad 3

Actividad 4

Actividad de cierre

Fuente: elaboracion propia.

Lépiz y papel

Elementos de Geometria

Excepto en la Actividad 2 donde su resolucion puede limitarse solo a la utilizacion del

software, en el resto de las actividades pueden intervenir distintas y variadas herramientas
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de acuerdo con el procedimiento que se elija o las interpretaciones que se quieran deducir

(Tabla 4.40).

4.5.2.4 Formas de representacion empleadas

La Actividad 1 se presenta como una situacion problematica, con la correspondiente
descripcion verbal que caracteriza dicha situacién, la que se combina con la forma de
representacion correspondiente a formula o ecuacion, ya que la funcion cuadratica se
presenta de ese modo. Es decir, teniendo en cuenta el contenido en el que esta centrada la
propuesta de ensefianza, se puede indicar que la funcidn cuadratica se presenta a través de
su formula, si bien interviene la descripcion verbal como parte de la contextualizacién y en
los enunciados de los items pedidos, ya que debe realizarse una interpretacion de los
mismos para poder dar respuestas a las preguntas.

En los comentarios que realizan los integrantes del Grupo 2 en el disefio de la propuesta,
aclaran que para poder resolver esta primera actividad los alumnos de Nivel Secundario
cuentan con ciertos contenidos previos por lo que “pueden realizar un grafico aproximado
de la situacion e interpretar el problema dado construyendo una tabla”. Es decir, plantean
como un posible procedimiento el empleo de esas otras dos formas de representacion.

Las siguientes actividades se centran en la utilizacién de GeoGebra. Si bien los objetivos en
cada caso son diferentes, las tres actividades coinciden en utilizar las graficas y las
formulas o ecuaciones como formas de representacién empleadas. En la Actividad 2, estas
se utilizan en el anélisis de la variacion de algunos deslizadores que representan ciertos

pardmetros en la formula de una funcién cuadratica; en la siguiente, el objetivo se centra en
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el andlisis de la cantidad de ceros o raices que puede tener una funcion de este tipo; y la
cuarta, en los distintos modos de expresar la misma funcidon cuadratica. Aunque las
finalidades sean diferentes, las tres coinciden en emplear las graficas y formulas como
formas de representacion para el tratamiento del contenido.

La Actividad de cierre utiliza la descripcion verbal. Uno de los items incluidos en el
enunciado pide hallar una funcién que modelice a través de su formula el modo de calcular
la superficie de un cuadrado en funcion de la distancia que tiene uno de sus Vértices al
vertice de otro cuadrado dado. Aparece de ese modo la formula o ecuacion como una de las
formas de representacion empleada. Para resolver los otros items, se pueden utilizar las
tablas y las gréficas para dar respuesta a lo pedido, pero su empleo no es explicito sino que
podria formar parte de los procedimientos posibles.

Lo analizado respecto de la categoria Formas de representacion empleadas se resume en la

Tabla 4.41.

Tabla 4.41. Andlisis de la categoria: Formas de representacion empleadas — Grupo 2
Formas de representacion empleadas

Propuesta de ensefianza Forma de representacion
Férmulas o ecuaciones
. Descripcion verbal
Actividad 1 P
Tablas
Graficas
L Férmulas o ecuaciones
Actividad 2 g,
Graficas
. Férmulas o ecuaciones
Actividad 3 e
Graficas
L Férmulas o ecuaciones
Actividad 4 P
Graficas
. . Descripcion verbal
Actividad de cierre , P .
Férmulas o ecuaciones

Fuente: elaboracion propia.

Tanto la primera actividad como la de cierre son més abiertas en cuanto a las posibilidades

de resolucion, lo cual permite una multiplicidad de formas de representacion que se pueden
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utilizar. En el andlisis realizado y en el resumen de la Tabla 4.41 solo se mencionan las que
aparecen de forma explicita ya sea en el enunciado o en el andlisis que agregan los
integrantes del Grupo 2.

Las Actividades 2, 3 y 4, si bien de manera mas directa y especifica emplean solo dos de las
formas de representacién para el tratamiento del contenido Funcién Cuadrética, ninguno de
los enunciados indica una unica forma de resolucién ni incluye las formulas que podrian
permitir de manera directa calcular lo pedido, por lo que también en esos casos podrian
utilizarse otras formas de representacion de acuerdo con el procedimiento que se elija en su
resolucion.

En todas las actividades propuestas se emplean las formulas o ecuaciones como forma de
representar el contenido a tratar y en casi todas se utilizan las gréaficas. Solo en la actividad
de cierre se presenta una actividad que requiere el pasaje de una descripcion verbal a una

formula o ecuacién que modelice esa situacion planteada (Tabla 4.42).

Tabla 4.42. Andlisis de la categoria: Formas de representacion empleadas — Grupo 2
Formas de representacion empleadas
Forma de representacion Propuesta de ensefianza
Actividad 1
Actividad de cierre
Tablas Actividad 1
Actividad 1
Actividad 2
Actividad 3
Actividad 4
Actividad 1
Actividad 2
Formulas o ecuaciones Actividad 3
Actividad 4
Actividad de cierre
Fuente: elaboracidn propia.

Descripcion verbal

Gréficas
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4.5.2.5 Traslaciones y conversiones entre representaciones

Dado que la Actividad 1 se presenta como una situacion problematica, se puede asociar la
descripcién verbal al registro de representacion correspondiente, aunque se destaca que
dentro del enunciado ya se indica una formula o expresion algebraica que modeliza la
situacion dada. En el contexto de la actividad, es el tipo de registro mas representativo por
el modo en que esta planteada. Si bien no se detalla de manera explicita cbmo se puede
resolver, se pueden tener en cuenta los comentarios que los integrantes del Grupo 2 agregan
a la actividad y el modo en que fue resuelta por los otros grupos durante la etapa de
investigacion correspondiente. Las preguntas que se incluyen se pueden responder a traves
de la interpretacion del enunciado y la formula que se indica y del proceso de traslacion de
ese tipo de registro a otro, como puede ser el de tabla por ejemplo. A partir de este, se
puede pasar al registro grafico teniendo en cuenta los conocimientos previos que poseen, ya
que a ese pasaje entre dichos registros lo han realizado respecto de otras funciones ya
vistas, como las lineales por ejemplo. Se considera este paso previo, ya que los alumnos de
Nivel Secundario no cuentan ain con los contenidos necesarios para poder pasar de manera
directa al registro grafico solo a través de la formula que define la funcion cuadratica.
También en el comentario que los integrantes del Grupo 2 realizan respecto de esta primera
actividad, hay un tratamiento dentro del registro Férmula o Expresién algebraica ya que se
propone mostrar a los alumnos de Nivel Secundario que la férmula dada en el enunciado
(en forma factorizada) corresponde a un polinomio de grados dos, que es la manera en que

se plantean definir las funciones cuadraticas en la propuesta de ensefianza.
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Al querer comparar y verificar los resultados obtenidos con la representacion grafica a
través de un software se puede mencionar, por un lado, el proceso de traslacion del registro
Férmula al Gréfico.

Por otro lado, durante la exposicion que realiz6 el Grupo 2, se hizo referencia en esta
primera actividad al contexto en el que estd enmarcada la situacién problematica planteada,
por lo que la variable independiente que representa el tiempo transcurrido desde que sale un
camion de la empresa para la que trabaja corresponde al conjunto de los numeros reales
positivos. Al realizar el grafico en GeoGebra, si no se modifican algunas configuraciones,
el software lo hace considerando como dominio de la funcion el conjunto de los niUmeros
reales. Este analisis y aclaracion que hicieron los integrantes del grupo y que harian con los
alumnos de Nivel Secundario se puede corresponder con un tratamiento dentro del mismo
registro de representacion gréafico.

En las Actividades 2 y 3 hay un proceso de traslacion del registro Formula o Expresion
algebraica al Grafico, definiendo en cada caso distintas funciones cuadraticas a través de
sus correspondientes formulas para ser graficadas en GeoGebra. En una de ellas, la
intencion es el analisis de esas graficas y de sus desplazamientos, y en la otra, la cantidad
de raices que se pueden presentar en este tipo de funciones.

Si bien la Actividad 4 tiene un comienzo similar, requiriendo un proceso de traslacion
similar al de las actividades anteriores, en esta también aparece un tratamiento dentro del
mismo registro Formula o Expresion algebraica en su resolucion o al momento de
fundamentar en la respuesta que se trata de la misma funcion cuadratica expresada de

maneras distintas, segln se presente en forma polinémica, canonica o factorizada.
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En la Actividad de cierre hay un proceso de traslacion del registro Situacién o Descripcion
verbal al de Férmula o Expresion algebraica, al calcular la superficie de un cuadrado para
ciertas medidas dadas y al hallar una formula general correspondiente a una funcién que
represente la superficie de ese cuadrado para cualquier distancia.

Para responder acerca de la menor superficie posible correspondiente a un cuadrado dado,
se pueden aplicar de manera directa algunos conceptos claves como el de minimo (o
méaximo) de una funcion cuadratica asociado a su vertice. En el caso de la propuesta de
ensefianza analizada, este ha sido siempre hallado a través de la grafica correspondiente,
por lo que se puede indicar para esta pregunta de la Actividad de Cierre que hay un proceso
de traslacion del registro Formula al de Tabla y de este a Gréfica.

De manera similar a lo indicado en otras actividades, a lo largo de la propuesta se
complementa lo realizado en lapiz y papel con la realizacion del grafico en GeoGebra. En
ese caso aparece también el proceso de traslacion del registro Férmula a Gréfica.

Lo analizado acerca de la subcategoria Proceso de traslacion se resume en la Tabla 4.43.

Tabla 4.43. Andlisis de la subcategoria: Proceso de traslacion — Grupo 2

Proceso de traslacion
A Situacion / Foérmula /
\ Descripcion Tablas Gréficas Expresion
De verbal algebraica
Situacion / Actividad de cierre
Descripcion
verbal
Actividad 1
Tablas Actividad de cierre
Gréficas Actividad 1
Actividad 1 Actividad 1 Actividad 1
Férmula / Actividad de cierre | Actividad 2 Actividad 4
Expresion Actividad 3
algebraica Actividad 4
Actividad de cierre

Fuente: elaboracion propia.
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De acuerdo con lo analizado, ninguna actividad se propone inicialmente partiendo de una
tabla o de un gréafico como tipos de registros de representacion para que sea trasladado a
otro, y de manera similar, ninguna tarea propone partir de algun registro de representacion
para ser llevado al registro de situacién o descripcién verbal.

De acuerdo con los posibles tipos de conversiones (Tabla 4.44), la propuesta de ensefianza
disefiada por el Grupo 2 incluye actividades que presentan tanto la directa como la
indirecta.

Del tipo de conversion directa, se presentan ejemplos donde se requiere el pasaje del
registro Tabla al de Gréfica y también el de Ecuacion al de Tabla, en ambos casos, tanto en
la primera actividad como en la de cierre. Se incluyen preguntas que pueden ser
respondidas por los alumnos de Nivel Secundario recurriendo a distintos procedimientos vy,
entre ellos, uno requiere de este tipo de conversion directa.

Respecto de la conversion indirecta, solo se presenta el pasaje del registro Ecuacion a
Gréfica en todas las actividades que se incluyen en la propuesta de ensefianza a través de la
utilizacion de GeoGebra. En tres de las actividades, esta conversion se indica de manera
explicita ya que forma parte del mismo enunciado y de su resolucion. De forma similar a lo
comentado anteriormente, en la primera actividad y en la de cierre puede aparecer
involucrada esta conversién como parte de uno de los procedimientos posibles para su

resolucion de acuerdo con el método que se elija para llegar a las respuestas pedidas.

Tabla 4.44. Andlisis de la subcategoria: Tipos de conversiones — Grupo 2
Tipos de conversiones
Directa Indirecta
Tabla a gréfica
Ecuacion a tabla

Ecuacion a gréfica

Fuente: elaboracidn propia.
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4.5.2.6 Analisis didactico

Respecto del analisis cognitivo y como se muestra en la Tabla 4.45, se puede mencionar
algo similar a lo comentado respecto de la propuesta de ensefianza del Grupo 1 en el
apartado 4.5.1.6, ya que el mismo no se incluye en forma explicita ni en el trabajo escrito
entregado ni en la exposicién oral que han realizado.

Aparece el andlisis de contenido ya que junto a cada actividad, excepto la de cierre, los
integrantes del Grupo 2 describen los contenidos relativos a Funcion Cuadratica que pueden
desarrollarse a partir de cada resolucion. Solo en la primera actividad hacen referencia
también a los contenidos previos con los que los alumnos cuentan respecto de unidades
anteriormente desarrolladas: concepto de funcion, grafico de funciones a través de una tabla

de valores, ceros, crecimiento y decrecimiento de una funcion.

Tabla 4.45. Anélisis de la categoria: Analisis didactico — Grupo 2
Andlisis didactico
Andlisis Analisis
cognitivo de contenido
Fuente: elaboracion propia.

Las Tablas 4.46 y 4.47 resumen lo analizado respecto de la propuesta de ensefianza

disefiada por el Grupo 2.

Tabla 4.46. Sintesis de los principales hallazgos a nivel global — Grupo 2

Por la presentacion o Con enunciado verbal
formato No verbal: simbélico — iconico
Caracteristicas de las actividades Por la motivacion o finalidad
Escolares
general de la tarea
Por el tipo de solucién Con solucion Unica
Analisis didactico Andlisis de contenido

Fuente: elaboracion propia.
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Tabla 4.47. Sintesis de los principales hallazgos para cada parte de la propuesta — Grupo 2

Propuesta | Actividad 1 Actividad 2 Actividad 3 Actividad 4 Actividad de
Cateq: cierre
0 Subcateg.

Aspectos de la | Distintas Expresion Distintas Distintas Problema en

funcién escrituras de su | candnica escrituras de su | escrituras de su | contexto

cuadratica formula formula formula geomeétrico

Tipo de Problema Explicacién Ejercicio Ejercicio Problema

actividad que Comprension Aplicacion Aplicacion

la tarea Préctica Préctica

requiere del

sujeto

Naturaleza de Real Artificial Artificial Artificial Real

la tarea Situacidén de la Contexto
realidad geométrico

Tipo de De De ejecucion De ejecucion De ejecucion De evaluacién
finalidad investigacion De De explicacién
didactica Exploracion investigacion Comprension
Exploracion
Tipo de Tarea abierta Tarea cerrada | Tareacerrada | Tareacerrada | Tarea abierta
proceso de
resolucion
Tipo de Problema Procedimiento | Representacion | Representacién | Problema
conocimiento Representacion | Algoritmo Algoritmo
matematico o
actividad
matematica
involucrada
Tipo de Analisis — Explicacién Aplicacién Explicacion Analisis —
actuacion Comprension Construccion Construccion Justificacion Comprension
implicada Justificacion Razonamiento
Aplicacion
Herramientas Lapiz y papel GeoGebra GeoGebra GeoGebra Lapiz y papel
para llevar a Calculadora Léapiz y papel Léapiz y papel Calculadora
cabo las Elementos de Calculadora Elementos de
actividades Geometria Geometria
GeoGebra GeoGebra
Formas de Férmulas o Férmulas o Férmulas o Férmulas o Descripcion
representacién | ecuaciones ecuaciones ecuaciones ecuaciones verbal
empleadas Descripcion Gréficas Gréficas Gréficas Férmulas o
verbal ecuaciones
Tablas
Gréficas
Procesos de Formula a Formula a Formula a Formula a Descripcion
traslacion entre | tabla grafica gréfica gréfica verbal a
los registros de | Tabla a grafica Férmula a formula
representacion | Férmula a formula Foérmula a
gréfica tabla
Formula a Tabla a grafica
formula Formula a
Gréficaa grafica
gréfica
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Tipos de Directa Indirecta Indirecta Indirecta Directa
conversion Indirecta Indirecta
entre los
registros de
representacion

Fuente: elaboraci6n propia.

4.5.3 Analisis de la propuesta de ensefianza disefiada por el Grupo 3
A partir de las categorias indicadas en el apartado 3.6, el analisis de la propuesta de

ensefianza disefiada por el Grupo 3 se presenta a continuacién dividido en seis subapartados

(45.3.124.5.3.6).

4.5.3.1 Aspectos de la funcion cuadratica

Bajo el titulo Actividades y desarrollo de la clase se presenta la propuesta de ensefianza
para el desarrollo del contenido Funcion Cuadratica. En cada uno de los items se escriben
algunas indicaciones acerca de la actividad, su enunciado, un comentario acerca del
objetivo o la intencionalidad de la tarea. No estan escritas de forma enumerada, pero en
caso de hacerlo, hay seis actividades, otra denominada final o integradora y otra, indicada
como optativa.

Se introduce a los alumnos de Nivel Secundario al concepto de Funcién Cuadrética a través

de su férmula, proponiendo en la primera actividad que realicen una tabla de valores y el

grafico correspondiente a cada una de las funciones dadas, definiendo f(x)=x* y

900 ="

200



La segunda actividad se propone realizar en GeoGebra, a partir de la definicién de un
deslizador y de la féormula f(x)=ax?, para ciertos valores dados del parametro,

analizando los resultados obtenidos.

En la tercera actividad se indica la forma polinémica de la funcién cuadratica como la
manera en que se van a definir estas funciones, remarcando las diferencias con otras
funciones conocidas como es el caso de la funcidn lineal y la denominacion de los
coeficientes segun se trate del cuadratico, lineal o independiente.

A partir de ello, en las siguientes dos actividades se definen y calculan algunos elementos
principales, como las raices, el vértice y el eje de simetria, trabajando en todos los casos
con la expresion polindmica de la funcion cuadratica.

En la sexta actividad se indican las formas canonica y factorizada, con ejemplos para
expresar algunas funciones cuadraticas en sus tres formas.

En la Actividad final e integradora se realiza, a partir de la definicion de una funcion dada
en forma polindmica, una revision de los contenidos desarrollados: reconocer los
coeficientes, el vértice, el eje de simetria, la ordenada al origen y las raices, proponiendo
también su gréfico a partir de la utilizacion de GeoGebra.

En la Actividad optativa se pide hallar la interseccion entre dos funciones, lo que conduce a
resolver un sistema de ecuaciones entre una cuadratica y una lineal.

En lo relativo a los aspectos de la funcién cuadrética, a lo largo del desarrollo de la
propuesta de ensefianza solo aparece su tratamiento desde las distintas escrituras de su

formula, como se resume en la Tabla 4.48.
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Tabla 4.48. Analisis de la categoria: Aspectos de la funcion cuadratica — Grupo 3
Aspectos de la funcidn cuadrética
Problemas en contextos o - Distintas escrituras de
o Expresion canonica 2
geométricos su formula
Fuente: elaboracion propia.

Para contar colecciones

4.5.3.2 Caracteristicas de las actividades
La propuesta se inicia con la Actividad 1 donde se definen f(x)=x>y g(x)=-x’y se
pide:

Hallar los valores de las funciones cuando x toma los valores: -2, -1, 0, 1, 2.
Ubicar esos puntos en un par de ejes cartesianos y unir los puntos.

Teniendo en cuenta el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto, se considera
Ejercicio — Aplicacion — Practica ya que los alumnos de Nivel Secundario cuentan con
conocimientos previos para evaluar las funciones en los valores dados y ubicar los puntos
en un sistema de ejes cartesianos. A partir de ello, se introduce a los estudiantes en el

estudio de las funciones cuadraticas.
En la Actividad 2 se pide ingresar en GeoGebra la funcion f(x)=ax?*, definiendo

previamente un deslizador con valores comprendidos entre -3 y 3. Para los estudiantes que
la estan resolviendo, requiere por parte de ellos un analisis de lo que sucede en el gréfico a
medida que varian los valores del coeficiente, es decir, una Explicacion — Comprension que
fundamente la respuesta.

Previa definicidn en el pizarron de la expresion polinémica de una funcion cuadratica, de
acuerdo con los comentarios incluidos por los integrantes del Grupo 3 en la propuesta, se
pide en la Actividad 3 indicar respecto de una lista de cuatro férmulas dadas:

/Cudles de las siguientes funciones cuadrdticas tiene sus “ramas” hacia arriba y cuales
hacia abajo?
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Y otro item dentro de la misma actividad pide, respecto de otra lista de cuatro formulas
dadas:

Indicar cuales de las siguientes funciones son cuadraticas y cuéles no. Justificar.

Respecto de la tarea que requiere de quien responde ambas consignas, se puede asociar al
tipo Explicacion — Comprension para fundamentarlas, si bien también requiere cierta
ejercitacion y aplicacion de otros contenidos para hallar expresiones equivalentes a las
dadas que justifiquen si corresponden o no a las funciones estudiadas.

Considerando también en la Actividad 4 los comentarios incluidos por los integrantes en el
disefio de la propuesta, se indica que se les dard a los alumnos de Nivel Secundario la
formula correspondiente que permite calcular las raices de una funcion cuadratica y a partir
de ello, se pide calcular las raices de tres funciones dadas. De su resolucion surge que se
relacionan con cada uno de los casos posibles: una funcion cuadratica con dos raices reales
distintas, otra con una raiz real doble y otra sin raices reales. Considerando que se conoce
con anticipacion la formula correspondiente al céalculo de esas raices, la actividad requiere
su aplicacion y puesta en practica para los ejemplos dados.

De manera similar, los integrantes del Grupo 3 indican luego a modo de comentario en la
propuesta de ensefianza que antes de la Actividad 5 se escriben en el pizarrén las formulas
correspondientes al célculo de las coordenadas del vértice y del eje de simetria de una

parabola, para luego aplicarlas en la busqueda de esos elementos en la funcion
f (x) =—2x* +8x+10. Se pide también en otro item de la misma actividad que se grafique

en GeoGebra y se corroboren los resultados obtenidos. Tal como se ha indicado en la
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actividad anterior, dadas las caracteristicas mencionadas, se asocia la misma al tipo
Ejercicio — Aplicacion — Practica.

Como comentario adjunto a la Actividad 6 se menciona que se presentan previamente las
expresiones candnica y factorizada de una funcidén cuadratica. De acuerdo con la
exposicion realizada y detallada en el apartado 4.4.3 se ha utilizado la funcion de la
Actividad 5 y los resultados obtenidos para ejemplificar el modo en el que puede expresarse
la misma funcion de tres formas diferentes. Esta primera parte de la actividad se asocia al
tipo Ejemplo — llustracion. En la segunda parte de la actividad se incluyen tres items para
que los alumnos de Nivel Secundario apliquen las expresiones dadas a esos casos, donde se
conocen el vértice y el coeficiente principal en uno, las raices y el coeficiente principal en
otro, asi como el vértice y un punto perteneciente a la curva en el tercer item. Dadas las
caracteristicas y la forma en que se propone la tarea, es del tipo Ejercicio — Aplicacién —

Practica.
A modo de Actividad final e integradora se presenta la formula f(x)=-3x*+Xx+2 y se

pide identificar y hallar algunos de sus elementos principales: los coeficientes de los
términos, el vértice, el eje de simetria, la ordenada al origen y las raices. Se pide también
graficar la funcion utilizando GeoGebra. A través de esta actividad, se aplican todos los
contenidos desarrollados anteriormente y se ponen en préactica a través de un ejercicio dado.

Finalmente, y a modo de Actividad optativa, se pide hallar las intersecciones entre las
funciones f(x)=x*-x-2 y g(x)=3x-1, graficandolas ademéas en GeoGebra. Se

quieren integrar de este modo los contenidos relativos a las funciones cuadraticas

recientemente desarrollados con los contenidos previos con que cuentan los alumnos de
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Nivel Secundario relativos a las funciones lineales. Puede considerarse una tarea que
constituye un Problema para esos alumnos si no conocen previamente el modo en el que se
puede llegar a una resolucion analitica, pudiendo entonces hacerlo de distintos modos o a
través de diferentes razonamientos y pueden relacionarlo con la interpretacion gréfica a
través de la utilizacion del software.

Estas caracteristicas se sintetizan en la Tabla 4.49.

Tabla 4.49. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto — Grupo 3

Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto
Propuesta de ensefianza Tipo de actividad

Actividad 1 Ejercicio — Aplicacién — Préctica
Actividad 2 Explicacién — Comprension

. Explicacién — Comprension
Actividad 3 Ejercicio — Aplicacion — Practica
Actividad 4 Ejercicio — Aplicacion — Practica
Actividad 5 Ejercicio — Aplicacién — Practica

.. Ejemplo — llustracion
Actividad 6 Ejercicio — Aplicacién — Préctica
Actividad final e integradora Ejercicio — Aplicacién — Préctica
Actividad optativa Problema

Fuente: elaboracidn propia.

En el disefio de la propuesta de ensefianza predominan actividades del tipo Ejercicio —
Aplicacion — Préctica, especialmente en el modo en que las mismas se presentan. En la
mayoria de los casos, se definen previamente los contenidos que se quieren desarrollar y se
indican sin ninguna deduccion ciertas formulas que permiten calcular algunos elementos de
la grafica, para luego solo aplicarlas a las funciones dadas. Actividades similares a las que
se han incluido pero presentadas de otro modo o que las respuestas requieran otros procesos
y justificaciones podrian requerir otro tipo de tareas por parte del sujeto que la resuelve

(Tabla 4.50).
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Tabla 4.50. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto — Grupo 3
Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto

Tipo de actividad Propuesta de ensefianza

Actividad 1

Actividad 3

Actividad 4

Actividad 5

Actividad 6

Actividad final e integradora

Problema Actividad optativa

Ejemplo — llustracion Actividad 6

Actividad 2

Actividad 3

Fuente: elaboracion propia.

Ejercicio — Aplicacién — Préctica

Explicacién — Comprensién

Todas las actividades se presentan con un enunciado verbal, acompafiado en todos los casos
con el lenguaje simbolico representado a través de expresiones matematicas, ejemplos de
entradas a escribir en GeoGebra y formulas que definen las funciones incluidas (Tabla

4.51).

Tabla 4.51. Analisis de la subcategoria: Por la presentaciéon o formato — Grupo 3
Por la presentacion o formato

Con enunciado
Verbal Sin enunciado

No verbal: Simbélico
Fuente: elaboracion propia.

De acuerdo con la naturaleza de la tarea (Tabla 4.52), las actividades incluidas en la
propuesta son artificiales. Se propone trabajar con las distintas expresiones de la funcion
cuadrética, iniciandose con la forma polinébmica para luego desarrollar las formas candnica
y factorizada y se plantean las férmulas que permiten calcular algunos de los elementos
principales de las parabolas para ser aplicadas luego a los ejemplos de las funciones dadas
en los enunciados. En algunos casos se incluye de manera explicita la utilizacion de
GeoGebra. En ninguna de las actividades planteadas la naturaleza de la tarea es un contexto

real.
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Tabla 4.52. Analisis de la subcategoria: Por la naturaleza de la tarea — Grupo 3
Por la naturaleza de la tarea

Reales
(contextuales, naturales, Artificiales
situaciones de la realidad)
Fuente: elaboracion propia.

Considerando la motivacion o finalidad general de la tarea, todas las actividades son

escolares (Tabla 4.53).

Tabla 4.53. Analisis de la subcategoria: Por la motivacion o finalidad general de la tarea — Grupo 3
Por la motivacion o finalidad general de la tarea
Escolares | Socioculturales | Ludicas | Historico culturales
Fuente: elaboracidn propia.

En cuanto a la finalidad didactica de las actividades, puede observarse que la primera de
ellas es del tipo De ejecucion en tanto consigna en su enunciado los pasos a seguir a partir
de dos funciones dadas: se pide armar una tabla de valores para cada caso, indicandose los
valores que se asignan a la variable independiente, se pide ubicar los puntos hallados en un
par de ejes cartesianos y unirlos para identificar la curva.

En la Actividad 2 hay también un aspecto De ejecucién siguiendo su enunciado, donde se
solicita ingresar una funcién en GeoGebra a partir de la definicion de un deslizador y se
indican ademas los valores entre los cuales estd comprendido. Puede considerarse también
el tipo De investigacion — Exploracion al analizar el modo en el que influye graficamente el
deslizador que representa el coeficiente principal de la funcién cuadratica.

La Actividad 3 corresponde al tipo De explicacién — Comprensién debido a que, a partir de
férmulas dadas correspondientes a las definiciones de ciertas funciones, los alumnos tienen
que fundamentar o justificar segun el item que corresponda:

¢Cudles de las siguientes funciones cuadrdticas tienen sus “ramas” hacia arriba y cudles hacia

abajo?
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Indicar cuéles de las siguientes funciones son cuadraticas y cuales no.

En la siguiente actividad se reconoce el aspecto De ejecucidon ya que a partir de haber
proporcionado a los alumnos de Nivel Secundario la formula que permite calcular las raices
de una funcién cuadratica se les pide aplicarla y hallar dichas raices para el caso de tres
funciones dadas. En los comentarios que los integrantes del Grupo 3 agregan a la actividad
indican:

Trabajamos analiticamente en la formula resolvente para que vean qué ocurre cuando el
discriminante es mayor, menor o igual a 0.

De acuerdo con el modo en que esto se lleve a cabo, puede considerarse también una
finalidad didactica del tipo De explicacion — Comprension si los alumnos de Nivel
Secundario también analizan y justifican la cantidad de raices que puede tener una funcién
cuadrética a partir de la férmula dada e incluso pueden relacionarlo con el registro gréafico.

La Actividad 5 es De ejecucion ya que, habiendo indicado antes el modo de calcular el

veértice y el eje de simetria de una parabola, se pide en el enunciado:

Graficar f(x) =—-2x? +8x+10 indicando sus raices, su eje de simetria y su vértice.

Se solicita luego graficar la funcion en GeoGebra y corroborar los resultados obtenidos.
Tambiéen corresponde al mismo tipo de finalidad didactica la Actividad 6, donde a partir de
haber presentado la expresion canonica y la factorizada de una funcién cuadrética, se pide
escribir en sus tres formas cada una de las tres funciones dadas indicando distintos
elementos como datos en cada caso.

En los comentarios que incluyen los integrantes del Grupo 3 hacen referencia a que los
alumnos de Nivel Secundario tendrian que comenzar cada item de la actividad utilizando la

expresion de la funcion cuadréatica que les resulte mas conveniente de acuerdo con los datos

208



dados. Si bien esto no se explicita en el enunciado, si los alumnos tuvieran que explicar y
fundamentar la eleccidn de una u otra expresion, se puede considerar también un aspecto
De explicacion — Comprension dentro de la misma tarea.

La Actividad final e integradora es para quien la resuelve una tarea del tipo De ejecucién ya
que a partir de una funcion cuadratica dada se deben calcular todos los elementos pedidos,
utilizando las formulas vistas en las actividades anteriores y aplicando a este nuevo ejemplo
todo lo desarrollado. Si se tiene en cuenta la finalidad didactica que puede tener esta tarea
al momento de ser disefiada, también se involucra el aspecto De evaluacion en tanto su
resolucion permite monitorear si los alumnos de Nivel Secundario pueden aplicar todos los
contenidos vistos.

La Actividad optativa presenta un aspecto que puede considerarse De investigacion —
Exploracion al incluir una propuesta que, por un lado, aplica y hace hincapié en los
contenidos previos con que se cuentan pero, por otro lado, requiere de una resolucion que
no es inmediata para los alumnos de Nivel Secundario que no han visto con anterioridad un
sistema de ecuaciones. Al pedir que se calcule la interseccion entre dos funciones dadas,
una lineal y otra cuadrética, pueden apelar a muchos de los contenidos vistos pero no tienen
hasta ahora otro modelo o ejemplo que les permita solo seguir un razonamiento similar a
una resolucién dada o a una realizada en conjunto.

Lo analizado acerca de la subcategoria Por el tipo de finalidad didactica se resume en la

Tabla 4.54.
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Tabla 4.54. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de finalidad didactica — Grupo 3
Por el tipo de finalidad didactica
Propuesta de ensefianza Tipo de finalidad didactica
Actividad 1 De ejecucion
Actividad 2 De ejecucion 5
De investigacion — Exploracion
Actividad 3 De explicacion — Comprension
Actividad 4 De ejecucion 5
De explicacion — Comprensién
Actividad 5 De ejecucion
Actividad 6 De ejecucion 5
De explicacion — Comprension
De ejecucion
De evaluacion
Actividad optativa De investigacion — Exploracion
Fuente: elaboracion propia.

Actividad final e integradora

En general, tanto el disefio de la propuesta como los enunciados que se incluyen tienen una
tendencia volcada al tipo de finalidad De ejecucion: se indica a los alumnos de Nivel
Secundario la formula que define dos funciones cuadréticas y se les pide hallar los valores
de las iméagenes correspondientes a ciertos valores también dados de la variable
independiente, ubicar en un sistema de ejes cartesianos los puntos hallados y unirlos. Se les
pide que definan en GeoGebra una funcion indicandoles la expresion que se debe ingresar,
el deslizador que se debe incluir y los valores entre los cuales debe variar el mismo. Se les
indica previamente la formula que permite calcular las raices de una funcién cuadréatica
para luego aplicarla a una serie de ejemplos dados; del mismo modo respecto de la formula
que permite calcular el vértice y el eje de simetria de una pardbola, y la revision e
integracién de todos los contenidos desarrollados aplicandolo a una funcién dada. En
algunos casos esta finalidad se puede ver complementada con otras si se consideran los
comentarios incluidos por los integrantes del Grupo 3 respecto de algunas actividades y del

modo en el que se implementarian, donde los alumnos de Nivel Secundario se involucran
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también justificando o fundamentando una respuesta, eligiendo una resolucion por sobre
otra segun resulte mas conveniente, analizando otras alternativas que pueden presentarse.

En la Tabla 4.55 se visualizan estos hallazgos.

Tabla 4.55. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de finalidad didactica — Grupo 3
Por el tipo de finalidad didactica
Tipo de finalidad didactica Propuesta de ensefianza
Actividad 1
Actividad 2
Actividad 4
Actividad 5
Actividad 6
Actividad final e integradora
Actividad 2
Actividad optativa
De evaluacién Actividad final e integradora
Actividad 3
De explicacién — Comprension Actividad 4
Actividad 6
Fuente: elaboracion propia.

De ejecucion

De investigacion — Exploracion

Segun el tipo de proceso de resolucion (Tabla 4.56), casi todas las actividades son cerradas,
de acuerdo con lo analizado en las subcategorias anteriores. Algunas tareas que podrian
haber tenido una caracteristica mas abierta se limitaron desde el enunciado: por ejemplo,
para representar algunos puntos en un sistema de ejes cartesianos se indican previamente
los valores de la variable independiente que se deben considerar, o para analizar el modo en
que influye el coeficiente principal de la férmula de una funcién cuadratica se propone
trabajar en GeoGebra pero se indica previamente entre qué valores debe variar un
deslizador.

Solo la Actividad optativa puede considerarse abierta en tanto los alumnos pueden recurrir
a distintos procedimientos o razonamientos para llegar a su resolucion. Conocen

previamente las funciones lineales, han desarrollado en esta unidad los contenidos relativos
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a las funciones cuadraticas y se les pide que, a partir de lo visto, hallen los puntos de

interseccidn entre dos funciones dadas, pudiendo resolverlo gréfica o analiticamente.

Tabla 4.56. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de proceso de resolucion — Grupo 3
Por el tipo de proceso de resolucion
Tareas abiertas
(Actividad optativa)

Tareas cerradas

Fuente: elaboracion propia.

Las actividades incluidas en la propuesta de ensefianza disefiada por el Grupo 3 resultan
Con solucion y, de manera similar a lo comentado respecto de las subcategorias anteriores,
esa respuesta es Unica también en todos los casos, dadas las caracteristicas de los

enunciados (Tabla 4.57).

Tabla 4.57. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de solucién — Grupo 3
Por el tipo de solucién

Con solucion

= Sin soluciéon
Unica

Fuente: elaboracion propia.

Acerca del tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada, en la
resolucién de la Actividad 1 se puede mencionar el Procedimiento como uno de los
principales aspectos en tanto se indica en el enunciado los valores de la variable
independiente que deben evaluarse en las dos funciones dadas y se pide a partir de ello
ubicar los puntos en un sistema de ejes cartesianos y unirlos trazando la curva
correspondiente. De esto se deduce mencionar también la Representacién como otro de los
aspectos involucrados en la resolucion.

Algo similar sucede en la Actividad 2 donde también se indica el Procedimiento para
definir en GeoGebra una funcion cuadratica que depende de un deslizador y se indican los

valores entre los que este varia, por lo que aparece también involucrada la Representacion
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al igual que cuando se analiza el modo en el que ese coeficiente principal influye en la
grafica.

La Actividad 3 se inicia con la Definicién de una funcion cuadréatica a partir de su expresion
polinémica y la misma se necesita aplicar en los items que se incluyen, cuando se requiere
analizar si ciertas expresiones dadas se corresponden o no con una funcién cuadratica, en
un caso, y si las graficas tienen su concavidad positiva 0 negativa, en otro caso. Se puede
considerar también que lo relativo a la aplicacion de Conceptos es otro aspecto involucrado
en la resolucion.

Se comienza la Actividad 4 indicando a modo de comentario que se dara a los alumnos la
formula correspondiente que permite calcular las raices de una funcién cuadratica para
luego aplicarla a tres funciones dadas, por lo que se puede asociar a la aplicacion de un
Procedimiento y la bdsqueda de un Algoritmo que generalice ese procedimiento a otros
ejemplos. Algo similar sucede en la siguiente actividad, donde también se indican al inicio
las formulas correspondientes al calculo del vértice y del eje de simetria de una parabola,
para luego aplicarlas a una funcion dada.

Ademas de los aspectos ya mencionados en la actividad anterior, en esta se suma la
Representacién ya que se pide graficar la funcion, tanto en lapiz y papel como en
GeoGebra.

En la Actividad 6 se definen las otras dos formas de expresar una funcion cuadrética:
canonica y factorizada. Utilizando esto y apareciendo involucrado el aspecto de Definicion,
se deben expresar las férmulas correspondientes a tres funciones, teniendo en cuenta los

datos dados. Puede considerarse la aplicacion de Conceptos cuando se utiliza una forma de
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expresion por sobre otra segun resulte mas conveniente a partir de los elementos de la
grafica dados en el enunciado.

La Actividad final e integradora se puede asociar al tipo Procedimiento y Algoritmo ya que,
tal como se ha comentado, solo retne las formulas dadas y los contenidos desarrollados en
las tareas anteriores y los aplica de manera directa en un nuevo ejemplo de funcién dada, es
decir, solo se sigue un procedimiento y con ello se quiere establecer un algoritmo general
que sirva para analizar cualquier funcion cuadratica, realizando su grafico a partir de los
elementos principales de la pardbola. A partir de esa representacion gréafica, utilizando
GeoGebra de acuerdo con el enunciado, aparece también el aspecto relativo a la
Representacion.

La Actividad optativa puede considerarse un Problema si se considera que no se ha
desarrollado previamente ningan ejemplo similar. Los alumnos de Nivel Secundario
pueden apelar a los contenidos previos con que cuentan para hallar la interseccion pedida
entre una funcién lineal y una cuadratica o incluso a una resolucion grafica. De manera
explicita, también se menciona en el enunciado utilizar GeoGebra para graficar ambas
funciones, por lo que se involucra también la Representacion.

Este andlisis acerca de la subcategoria Por el tipo de conocimiento matematico o actividad
matematica involucrada se consigna en la Tabla 4.58.

Ninguna de las actividades propuestas se relaciona de manera explicita con la
Demostracion, si bien algunas actividades pueden complementarse con la argumentacion o
fundamentacién de las respuestas por parte de los alumnos. Por ejemplo, en la Actividad 2
en el anélisis del modo en el que influye un deslizador que representa el coeficiente

principal de una funcion cuadratica, en la Actividad 3 cuando se tiene que justificar si
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ciertas expresiones corresponden a la definicion de una funcion cuadratica y su concavidad
0 en la Actividad 6 cuando se elige una de las expresiones de una funcion cuadratica
teniendo en cuenta la que resulte més conveniente de acuerdo con los elementos principales
que se dan como datos.

Tampoco hay actividades que se caractericen por involucrar la utilizacion de Propiedades

en su resolucion.

Tabla 4.58. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de conocimiento matematico o
actividad matematica involucrada — Grupo 3

Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matemética involucrada
Propuesta de ensefianza Tipo de conocimiento involucrado
Actividad 1 Procedlmlen_tp
Representacion
Actividad 2 Procedimiento
Representacion
Actividad 3 Definicion
Concepto
Actividad 4 Procet;ilmlento
Algoritmo
Procedimiento
Actividad 5 Algoritmo
Representacion
L Definicion
Actividad 6 Concepto
Procedimiento
Actividad final e integradora Algoritmo
Representacion
Actividad optativa Problema -,
Representacion

Fuente: elaboracidn propia.

Predominan las actividades que comprenden la utilizaciébn de Procedimientos para su
resolucion: se inician indicando una definicion o una formula para que estas sean aplicadas
de manera directa para dar respuesta a lo pedido.

Algo similar sucede con la Representacion, predominando el registro grafico, ya sea en
lapiz y papel o utilizando GeoGebra, donde el uso de ese software se limita en casi todos

los casos a la realizacion de un gréafico (Tabla 4.59).
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Tabla 4.59. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de conocimiento matematico o
actividad matematica involucrada — Grupo 3

Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada
Tipo de conocimiento involucrado Propuesta de ensefianza
Demostracion
N Actividad 3
Definicion Actividad 6
Actividad 1
Actividad 2
Representacion Actividad 5
Actividad final e integradora
Actividad optativa
Propiedad
Actividad 3
Concepto Actividad 6
Actividad 1
Actividad 2
Procedimiento Actividad 4
Actividad 5
Actividad final e integradora
Actividad 4
Algoritmo Actividad 5
Actividad final e integradora
Problema Actividad optativa

Fuente: elaboracion propia.

Con respecto al tipo de actuacion implicada, en la Actividad 1 se puede reconocer el
aspecto Aplicacion en tanto se utilizan los contenidos previos con que se cuentan para
poder elaborar una tabla evaluando las funciones dadas en los valores de la variable
independiente que se piden. Esto se complementa con la Construccién cuando se deben
representar esos puntos en un sistema de ejes cartesianos y trazar la grafica
correspondiente.

En la Actividad 2 se puede reconocer el tipo de actuacion referida a la Construccion cuando
se pide definir en GeoGebra un deslizador y una funcion del tipo f(x) =ax” y también el

Analisis — Comprension cuando se pide estudiar el modo en el que influye ese deslizador en

el grafico de la funcion.
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La Actividad 3 se inicia escribiendo en el pizarron la forma polinébmica de la funcion
cuadratica para, a partir de ello, analizar si ciertas expresiones dadas corresponden a una
funcion de este tipo como asi también poder indicar la concavidad del grafico, para el caso
de otras expresiones, lo que se puede asociar a actuaciones del tipo Justificacion y
Explicacion.

En la Actividad 4 se indica previamente la férmula que corresponde al calculo de las raices
de una funcion cuadratica, para que luego se pueda indicar la Aplicacion como actuacion ya
que deben hallarse las raices de tres funciones dadas conociendo dicha formula. A partir de
los comentarios que agregan los integrantes del Grupo 3 en el disefio de la propuesta, se
puede complementar con el Analisis — Comprension cuando se indica que se puede estudiar
el modo en el gue influye el discriminante en la cantidad de raices que tienen las funciones
de este tipo.

De manera similar, la Actividad 5 también se inicia presentando previamente la formula
para hallar el vértice y el eje de simetria de una parabola, por lo que se puede asociar al tipo
Aplicacion cuando solo se debe utilizar la misma en el calculo de esos elementos
principales como asi también de las raices para una funcién cuadratica dada. Se puede
mencionar ademas la Construccion ya que se pide graficar la funcion en lapiz y papel, y
corroborarlo con GeoGebra.

Al igual que en las dos actividades anteriores, se presentan previo al desarrollo de la
Actividad 6 las formas candnica y factorizada de las funciones cuadraticas. Conocidas esas
dos nuevas expresiones, ademas de la polindmica mencionada en la Actividad 3 y con la
gue se han desarrollado las anteriores tareas, se pide hallar en cada uno de los tres items

dados la definicion correspondiente a cada funcion cuadrética, en todas sus formas. Si bien
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se puede asociar a la Aplicacion de las expresiones generales dadas utilizandolas en cada
uno de los items, se distingue también el aspecto de Justificacion en los comentarios que
agregan los integrantes del Grupo 3 porque se menciona el trabajo con los alumnos de
Nivel Secundario acerca de la fundamentacion por haber elegido una expresion inicial por
sobre otras, segun resulte mas conveniente de acuerdo con los elementos de la parabola que
se indican en el enunciado.

La Actividad final e integradora es de Aplicacion ya que se resume en un mismo ejercicio
todo lo desarrollado en los anteriores: a partir de la formula correspondiente a una funcion
cuadrética se pide sefialar los coeficientes de los términos, calcular el vértice, el eje de
simetria, la ordenada al origen y las raices. Se puede mencionar también la Construccion ya
que se pide realizar el grafico, si bien de manera explicita solo se menciona la utilizacién de
GeoGebra.

En el caso de la Actividad optativa se puede mencionar el aspecto de Analisis —
Comprensidn ya que se deben realizar esas operaciones de pensamiento para interpretar el
enunciado dado y resolver lo pedido. Si bien puede resultar solo un ejercicio de aplicacion
cuando se conoce el algoritmo y los procedimientos para hallar los puntos de interseccion
pedidos, en este caso no se ha realizado con anterioridad una actividad similar, por lo que
los alumnos de Nivel Secundario podrian apelar a los contenidos desarrollados tanto en esta
unidad como en algunas anteriores para analizar la manera en la que pueden llegar a la
respuesta pedida. De acuerdo con el modo en que se realice la actividad, esto puede
complementarse con aspectos como la Comunicacion o la Explicacion, segun como los

alumnos deban expresar el razonamiento seguido y la blsqueda de los resultados. Se
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considera en el presente analisis la Construccion ya que se menciona de manera explicita en
el enunciado lo relativo a la realizacién de los graficos correspondientes.

El andlisis de la subcategoria Por el tipo de actuacion implicada se resume en la Tabla 4.60.

Tabla 4.60. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actuacion implicada — Grupo 3
Por el tipo de actuacion implicada

Propuesta de ensefianza Tipo de actuacion

Actividad 1 Aplicacion
Construccion

Actividad 2 Cor)s_tr_ucuon j
Andlisis — Comprension

Actividad 3 Justlflca(;[on
Explicacién

Actividad 4 Ap[lqaplon j
Andlisis — Comprension

Actividad 5 Aplicacion
Construccion

Actividad 6 Apl[CQC|o_q
Justificacion

Actividad final e integradora Aplicacion
Construccion

ivi i Andlisis — Comprension
Actividad de optativa Construccion

Fuente: elaboracion propia.

De manera similar a lo que ha surgido del analisis de otras subcategorias, dada la
metodologia propuesta, muchas de las actividades se corresponden con el tipo Aplicacion
ya que no se proponen tareas en donde los alumnos de Nivel Secundario puedan
experimentar, investigar, explorar, descubrir, sino que se presentan previamente las
definiciones o las formulas que se corresponden con el contenido a desarrollar y luego la
consecuente actividad que sirve para aplicar lo anteriormente indicado.

También se menciona en numerosas actividades el tipo de actuacion referida a la
Construccion ya que en la mayoria de ellas se complementan los calculos realizados o los

procedimientos aplicados con la realizacion del grafico correspondiente a la funcion
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cuadratica dada, en algunos casos con lapiz y papel, en otros con la utilizacion de
GeoGebra y también con ambos métodos.

Ninguna tarea se asocié con la Comunicacion o con el Razonamiento como principal tipo
de actividad, si bien en alguna de ellas se hace hincapié en el modo en que se justifica o se
explica el andlisis realizado, lo cual también podria vincularse con la comunicacion que se

realice de los resultados o con el razonamiento que se ha seguido (Tabla 4.61).

Tabla 4.61. Analisis de la subcategoria: Por el tipo de actuacion implicada — Grupo 3
Por el tipo de actuacion implicada
Tipo de actuacion Propuesta de ensefianza
Actividad 1
Actividad 2
Construccion Actividad 5
Actividad final e integradora
Actividad optativa

Razonamiento

Actividad 3
Actividad 6
Actividad 1
Actividad 4
Aplicacion Actividad 5
Actividad 6
Actividad final e integradora

Justificacion

Comunicacién

Explicacion Actividad 3
Actividad 2
Anélisis — Comprension Actividad 4

Actividad optativa
Fuente: elaboracion propia.

4.5.3.3 Herramientas para llevar a cabo las actividades

La primera actividad se inicia definiendo dos funciones cuadraticas y pidiendo que se
realice una tabla para cada una de ellas a partir de ciertos valores de la variable
independiente. Solo requiere la utilizacion de lapiz y papel y, si bien no se lo explicita en la

propuesta disefiada por el Grupo 3, podrian los alumnos de Nivel Secundario utilizar la
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calculadora en su resolucion. Se requiere tambien el uso de elementos de Geometria para
realizar el grafico que se pide luego como parte de la misma actividad.

La Actividad 2 se realiza integramente en GeoGebra, analizando el modo en el que influyen
los valores de un deslizador que representa el coeficiente principal en una funcion
cuadratica. Los resultados de ese analisis podria considerarse que requieren de la utilizacion
de lapiz y papel para dejarlos expresados pero excepto que esto se indique de un modo mas
explicito, no se ha considerado en los anélisis de las propuestas anteriores.

En la Actividad 3 solo se requiere de la utilizacion de lapiz y papel para dar respuesta a lo
pedido: reconocer entre cinco expresiones de funciones cuadraticas dadas queé tipo de
concavidad tienen e indicar también entre otras cinco expresiones dadas cuales
corresponden a una funcion cuadratica. Se podria necesitar la utilizacion de una
calculadora, pero se descartan en este caso dados los tipos de calculos que se presentan en
cada uno de los items.

La Actividad 4 requiere para su resolucion la utilizacion de lapiz y papel y calculadora,
para hallar las raices de tres funciones cuadraticas dadas, habiéndose presentado
previamente la férmula que permite obtener esos ceros.

Algo similar sucede en la Actividad 5, donde también se requiere la utilizacion de lapiz y
papel y calculadora pero para hallar en este caso las coordenadas del vértice y el eje de
simetria de una funcidon cuadratica dada, habiéndose indicado antes las formulas
correspondientes. A diferencia de la actividad anterior, en este caso se pide ademas el
grafico correspondiente, lo que requiere de elementos de Geometria, y en otro item se pide

corroborar los resultados obtenidos con la salida que devuelve el software GeoGebra.
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Como herramientas para llevar a cabo la Actividad 6 se puede mencionar solo al lapiz de
papel, para expresar en las tres formas posibles las formulas de las funciones cuadréaticas
correspondientes a los elementos principales dados, habiéndose definido previamente las
formas candnica y factorizada, ademas de la polinémica con la que ya se habia trabajado en
las actividades anteriores. Si bien no se menciona de manera explicita en ningin caso la
utilizacion de calculadora, no se considera en esta tarea por las caracteristicas de los
calculos que se incluyen en la resolucion.

La Actividad final e integradora resume lo desarrollado en las anteriores, identificando para
una funcion cuadréatica dada los coeficientes de sus términos, el vértice, el eje de simetria,
la ordenada al origen y las raices, debiendo utilizarse lapiz y papel y calculadora en su
resolucion. Se pide luego que se grafique la funcién en GeoGebra por lo que también se
utiliza esa herramienta.

En la Actividad optativa, por presentarse de un modo mas abierto y con mayor amplitud en
cuanto al tipo de resolucion, pueden utilizarse cualquiera de las herramientas mencionadas
anteriormente ya que pueden involucrarse el lapiz y papel y la calculadora como asi
también los elementos de Geometria si se apela a la resolucion grafica. Se menciona en el
enunciado realizar el grafico en GeoGebra por lo que se indica esta herramienta ademas de
las anteriores.

Lo relativo a esta categoria se resume en la Tabla 4.62.
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Tabla 4.62. Analisis de la categoria: Herramientas para llevar a cabo las actividades — Grupo 3

Herramientas para llevar a cabo las actividades
Propuesta de ensefianza Herramienta

Lapiz y papel

Actividad 1 Calculadora
Elementos de Geometria

Actividad 2 GeoGebra

Actividad 3 Lapiz y papel

Actividad 4 Lapiz y papel
Calculadora
Léapiz y papel

- Calculadora

Actividad 5 Elementos de Geometria
GeoGebra

Actividad 6 Lapiz y papel
Lapiz y papel

Actividad final e integradora Calculadora
GeoGebra
Lapiz y papel

Actividad optativa Calculadora .
Elementos de Geometria
GeoGebra

Fuente: elaboracion propia.

La Actividad 2 es la unica cuya realizacion se pide expresamente en GeoGebra como Unica
herramienta o como la principal.

El resto de las actividades se centran en una resolucién en lapiz y papel aplicando las
definiciones o las formulas dadas, donde también puede usarse la calculadora para facilitar
los calculos que intervienen en dicha resolucion.

Excepto la mencionada Actividad 2, en el resto de los enunciados la utilizacion de
GeoGebra aparece de manera optativa o solo como un graficador que complementa lo

realizado en lapiz y papel (Tabla 4.63).
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Tabla 4.63. Analisis de la categoria: Herramientas para llevar a cabo las actividades — Grupo 3

Herramientas para llevar a cabo las actividades

Herramienta

Propuesta de ensefianza

Léapiz y papel

Actividad 1

Actividad 3

Actividad 4

Actividad 5

Actividad 6

Actividad final e integradora
Actividad optativa

Calculadora

Actividad 1

Actividad 4

Actividad 5

Actividad final e integradora
Actividad optativa

Elementos de Geometria

Actividad 1
Actividad 5
Actividad optativa

Software matematico — GeoGebra

Actividad 2

Actividad 5

Actividad final e integradora
Actividad optativa

Fuente: elaboracion propia.

4.5.3.4 Formas de representacion empleadas

La Actividad 1, si bien se presenta con un enunciado verbal tal como se ha descripto en la
subcategoria Presentacion o formato de la categoria Caracteristicas de las actividades
(apartado 4.5.3.2), se inicia con la forma de representacién de FOrmula o ecuaciones
indicandose de ese modo las dos funciones dadas. Se pide luego que se disefie una Tabla

considerando ciertos valores dados de la variable independiente y, a partir de ello, que se

ubiquen en un par de ejes cartesianos y se trace la Grafica correspondiente.

La Actividad 2 combina definir en GeoGebra una funcién a través de su Férmula o
ecuaciones con su forma de representacion Grafica, trabajando con esta ultima a través del

analisis correspondiente del modo en el que influye el coeficiente principal en la grafica de

una funcion cuadrética.
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En la Actividad 3 aparece solo la forma de representacion correspondiente a Formulas o
ecuaciones ya que asi se define previamente una funcién cuadrética a través de su
expresion polindmica para luego analizar en una serie de formulas dadas cudles
corresponden a funciones de este tipo como asi también la concavidad correspondiente a
cada uno de los ejemplos dados.

De manera similar, esta forma de representacion de Formulas o ecuaciones aparece en la
Actividad 4 a través de la formula que permite calcular las raices de una funcion cuadratica
y las tres funciones dadas para aplicarla y hallar en cada caso los ceros correspondientes.
Considerando el comentario que los integrantes del Grupo 3 agregan en la secuencia
disefiada, también van a analizar en la formula dada la influencia del discriminante en la
cantidad de raices halladas, continuando el trabajo en la misma forma de representacion
empleada a lo largo de toda la actividad.

La Actividad 5 también se inicia con esa forma de representacion con las férmulas que
permiten hallar el vértice y el eje de simetria de una parabola, para luego aplicarlas a un
ejemplo dado. A diferencia de las dos actividades anteriores, en esta se agrega la forma de
representacion Gréafica pidiendo explicitamente en el enunciado que se grafique esa
funcidn, con lapiz y papel y en GeoGebra.

También la Actividad 6 comienza indicando previamente las expresiones generales
correspondientes a las formas candnica y factorizada de una funcién cuadratica,
definiéndolas de acuerdo con la forma de representacién de Fdérmulas o ecuaciones.
Continda la actividad trabajando en esta misma forma de representacion cuando se
ejemplifican las tres formas de expresar una funcién cuadratica a partir de la funcion

definida en la Actividad 5. Luego, se pide expresar tres funciones dadas de acuerdo con los
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tres tipos de expresiones vistos. Se puede mencionar la forma de representacion de
Descripcion verbal en el modo en el que se sefialan los elementos principales a considerar
en cada item.

La Actividad final e integradora se corresponde con las formas de representacion Férmulas
0 ecuaciones y Graficas ya que se define una funcion cuadratica a través de su formula y se
pide aplicar a ese ejemplo dado todos los contenidos desarrollados en las actividades
anteriores graficandola también en GeoGebra.

En la Actividad optativa, donde se deben hallar los puntos de interseccion entre una funcion
lineal y una cuadratica, no se indica el modo en que se pueden encontrar ni se ha mostrado
previamente un procedimiento similar que permita su calculo. Las funciones estan dadas
utilizando la forma de representacion correspondiente a las Férmulas o ecuaciones y en esa
misma forma puede continuar la resolucion, si bien luego se menciona expresamente en el
enunciado que se grafiquen ambas funciones utilizando GeoGebra, por lo que la forma de
representacion Gréafica aparece también ya sea como parte de su resolucion o como modo
de verificar los resultados obtenidos. Otras formas de representacién, como la utilizacién de
tablas no se mencionan en el enunciado de la actividad, quedando entonces supeditado al
tipo de resolucion que se siga.

Se resumen estas cuestiones referidas a la categoria Formas de representacion empleadas en

la Tabla 4.64.
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Tabla 4.64. Analisis de la categoria: Formas de representacion empleadas — Grupo 3
Formas de representacion empleadas

Propuesta de ensefianza Forma de representacion
Férmulas o ecuaciones
Actividad 1 Tablas
Gréficas
. Formulas o ecuaciones
Actividad 2 P,
Gréficas
Actividad 3 Férmulas o ecuaciones
Actividad 4 Férmulas o ecuaciones
. Férmulas o ecuaciones
Actividad 5 .
Gréficas
. Formulas o ecuaciones
Actividad 6 L
Descripcion verbal
L . . Férmulas o ecuaciones
Actividad final e integradora i
9 Gréficas
. . Formulas o ecuaciones
Actividad optativa .
P Graficas

Fuente: elaboracidn propia.

Tal como puede observarse en el analisis realizado, en todas las actividades propuestas se
emplean las formulas o ecuaciones como forma de representar el contenido a tratar.
Excepto en dos actividades, también se visualiza la gréfica como otra forma de
representacion predominante. En casi todos los ejemplos en los que esta forma se presenta,
es a modo de verificacion de los resultados obtenidos analiticamente. Las resoluciones o los
andlisis de las funciones no surgen de su forma gréafica sino que son una consecuencia de
los célculos realizados como aplicaciones de las definiciones y formulas dadas.

En una sola actividad se menciona explicitamente la confeccién de una tabla de valores
como paso previo a la realizacion del grafico a través de algunos puntos obtenidos.

En ninguna actividad se utiliza la descripcién verbal de una situacién que se pueda
modelizar a través de una expresion cuadratica. Solo se mencion6 una de las actividades
incluidas respecto de esta forma de representacién porque no se apeld solo al lenguaje

simbolico sino que se acompafia con el coloquial (Tabla 4.65).
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Tabla 4.65. Analisis de la categoria: Formas de representacion empleadas — Grupo 3
Formas de representacion empleadas

Forma de representacion Propuesta de ensefianza
Descripcion verbal Actividad 6
Tablas Actividad 1
Actividad 1
Actividad 2
Gréficas Actividad 5

Actividad final e integradora
Actividad optativa
Actividad 1

Actividad 2

Actividad 3

Actividad 4

Actividad 5

Actividad 6

Actividad final e integradora
Actividad optativa

Fuente: elaboracion propia.

Férmulas o ecuaciones

4.5.3.5 Traslaciones y conversiones entre representaciones

Respecto del proceso de traslacion de los registros de representacion la Actividad 1 esta
bastante pautada, iniciandose con el de Férmula o Expresion algebraica a través de la
definicion de dos funciones cuadréticas y realizandose el pasaje al de Tabla siguiendo la
primera parte del enunciado; luego se pasa de ese registro al Gréafico en la segunda parte,
donde se pide representar en un par de ejes cartesianos los puntos hallados y unirlos para
trazar su gréafica.

La Actividad 2 muestra un proceso de traslacion del registro Formula o Expresion
algebraica tal como se define inicialmente la funcién cuadratica dada al Grafico utilizando
GeoGebra para analizar el modo en el que influye el coeficiente principal representado a
traveés de un deslizador.

En la Actividad 3 hay un proceso dentro del mismo registro Formula o Expresion

algebraica, indicAndose previamente la expresion polindmica de una funcion cuadrética
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para luego analizar la concavidad correspondiente al grafico de tres funciones dadas en un
item y reconocer si son funciones cuadraticas algunas de las tres férmulas dadas en otro
item, debiendo obtenerse expresiones equivalentes a las iniciales para poder dar respuesta a
lo pedido.

Algo similar sucede en la siguiente actividad, donde también aparece Unicamente el registro
Formula o Expresion algebraica para aplicar a tres ejemplos dados la férmula
correspondiente al calculo de las raices de una funcion cuadratica.

La Actividad 5, si bien incluye también un trabajo dentro del mismo registro Formula o
Expresion algebraica aplicando a un ejemplo de funcién cuadratica las formulas para
calcular el vértice y el eje de simetria, aparece ademas un pasaje al registro Grafico ya que
se explicita en el enunciado la realizacién del mismo, tanto en lapiz y papel como en
GeoGebra.

En la Actividad 6 se reconoce el trabajo dentro del mismo registro Formula o Expresion
algebraica iniciandose con la definicion de las expresiones candnica y factorizada de las
funciones cuadréaticas que se suma a la polinémica con la que ya se ha trabajado, se
ejemplifica en un caso dado el pasaje de una expresion a otra y se pide luego expresar en
las tres formas existentes las formulas correspondientes a tres funciones considerando
ciertos elementos principales de cada una de ellas y analizando la conveniencia en la
utilizacién de una por sobre la otra segin los datos que se han dado. Puede mencionarse
también un proceso de traslacion del registro Situacidén o Descripcion verbal al de Férmula
0 Expresion algebraica cuando se indican en lenguaje coloquial los elementos principales

que se deben considerar como datos en cada caso.
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En la Actividad final e integradora se resumen los contenidos desarrollados en las
actividades anteriores aplicando las definiciones y formulas dadas al andlisis de una funcién
cuadrética, observandose un proceso de traslacion dentro del mismo registro Férmula o
Expresion algebraica como asi también en el pasaje al registro Gréfico.

La Actividad optativa puede considerarse abierta en su resolucién teniendo en cuenta las
anteriormente desarrolladas, por lo que podrian utilizarse tablas para su resolucién aunque
no se lo menciona de manera explicita en el enunciado. Su resolucion puede vincularse de
manera mas directa al proceso de traslacion dentro del mismo registro Férmula o Expresion
algebraica como asi también el pasaje al registro Grafico, ya sea como parte de su
resolucion o a modo de verificacion de los resultados.

En la Tabla 4.66 se muestra una sintesis.

Tabla 4.66. Analisis de la subcategoria: Proceso de traslacion — Grupo 3

Proceso de traslacion

A Situacion / Formula/
Lo Tablas Gréficas Expresion
Descripcion verbal .
De algebraica
Situacion / Actividad 6
Descripcion verbal
Tablas Actividad 1
Gréficas
Actividad 1 Actividad 2 Actividad 3
Actividad 5 Actividad 4
Férmula / Actividad final e Actividad 5
Expresion integradora Actividad 6
algebraica Actividad optativa | Actividad final e
integradora
Actividad optativa

Fuente: elaboracion propia.

Con respecto al tipo de conversion directa, se incluyen dos de los tres posibles en la

primera actividad de la propuesta disefiada: de Ecuacion a Tabla y de esta a Gréfica.
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De los tipos de conversiones indirectas solo aparece la relativa al pasaje de Ecuacion a

Grafica en varias de las actividades incluidas (Tabla 4.67).

Tabla 4.67. Analisis de la subcategoria: Tipos de conversiones — Grupo 3
Tipos de conversiones
Directa Indirecta
Tabla a gréfica
Ecuacion a tabla

Ecuacion a grafica

Fuente: elaboracion propia.

4.5.3.6 Andlisis didactico

De manera similar a lo comentado en las secuencias ya analizadas (Grupos 1 y 2), en esta
tampoco se incluye un analisis cognitivo que identifique y describa las dificultades que los
alumnos de Nivel Secundario pueden enfrentar en la resolucion de las actividades ni los
errores que pueden llegar a cometer al realizarlas.

Se incluye en la mayoria de las actividades de la secuencia un analisis de contenido. Asi,
por ejemplo en la primera se hace referencia a las funciones lineales como un contenido
previo. Si bien no se lo menciona de manera explicita, se presupone tambien el
conocimiento de la elaboracion de una tabla, de la ubicaciéon de puntos en un sistema de
ejes cartesianos y el trazo de una grafica correspondiente a una férmula dada.

En la segunda y tercera actividad se menciona a modo de andlisis de contenido que el
objetivo de la misma es el estudio acerca de la influencia del signo y del valor del
coeficiente principal en la grafica de una funcién cuadratica.

En la Actividad 4 se hace referencia a la formula que permite calcular las raices de este tipo

de funciones y el analisis de su discriminante.
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En la sexta actividad se menciona el andlisis acerca de la utilizacién de la expresion
correspondiente a una funcion cuadratica que resulte mas conveniente de acuerdo con los
datos que se tengan de sus elementos principales.

Y en la Actividad optativa se retoman los contenidos previos relativos a las funciones
lineales para integrarlos y complementarlos con los desarrollados acerca de las funciones
cuadréticas presentando una actividad en donde calcular los puntos de interseccion entre
dos funciones dadas. Se menciona en el analisis la intencidn de integrar “el tema de sistema

de ecuaciones con dos incognitas”. Este analisis se visualiza en la Tabla 4.68:

Tabla 4.68. Analisis de la categoria: Andlisis didactico — Grupo 3
Andlisis didactico
Andlisis Analisis
cognitivo de contenido
Fuente: elaboracion propia.

Las Tablas 4.69 y 4.70 resumen lo analizado respecto de la propuesta de ensefianza

disefiada por el Grupo 3.

Tabla 4.69. Sintesis de los principales hallazgos a nivel global — Grupo 3
Distintas escrituras de su

Aspectos de la funcién cuadratica

formula
Por la presentacion o Con enunciado verbal
formato No verbal: simbdlico

Por la naturaleza de la tarea Artificiales
Por la motivacién o finalidad

Caracteristicas de las actividades Escolares
general de la tarea
Por el tipo de proceso de Tareas cerradas
resolucion Tarea abierta: actividad optativa
Por el tipo de solucién Con solucién Unica
Traslaciones y conversiones entre Indirecta

Tipo de conversiones

representaciones Directa: Actividad 1
Andlisis didactico Andlisis de contenido
Fuente: elaboracion propia.
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Tabla 4.70. Sintesis de los principales hallazgos para cada parte de la propuesta — Grupo 3

Propuesta | Actividad 1 Actividad 2 Actividad 3 Actividad 4 Actividad 5 Actividad 6 Actividad Actividad
Cateq: final optativa
0 Subcat.
Tipo de Ejercicio Explicacién Explicacion Ejercicio Ejercicio Ejemplo Ejercicio Problema
actividad que | Aplicacion Comprension | Comprensién | Aplicacion Aplicacién lustracion Aplicacion
la tarea Préactica Ejercicio Préactica Préctica Ejercicio Préactica
requiere del Aplicacién Aplicacién
sujeto Préctica Préactica
Tipo de De ejecucion | De ejecucion | De explicacion | De ejecucion | De ejecucion | De ejecucion | De ejecucion | Deinvestigacion
finalidad De investigacion | Comprension | De explicacion De explicacion | De evaluacion | Exploracion
didactica Exploracion Comprension Comprension
Tipo de Procedimiento | Procedimiento | Definicion Procedimiento | Procedimiento | Definicion Procedimiento | Problema
conocimiento | Representacion | Representacion Concepto Algoritmo Algoritmo Concepto Algoritmo Representacion
matematico o Representacion Representacion
actividad
matematica
involucrada
Tipo de Aplicacion Construccion | Justificacion Aplicacion Aplicacion Aplicacion Aplicacion Andlisis
actuacion Construccion | Andlisis Explicacion Andlisis Construccion | Justificacion Construccién | Comprensién
implicada Comprension Comprension Construccion
Herramientas | Lapiz y papel | GeoGebra Lapiz y papel | Lapizy papel | Lépizy papel | L&piz ypapel | Lapizypapel | Lapizy papel
para llevar a Calculadora Calculadora Calculadora Calculadora Calculadora
cabo las Elementos de Elementos de GeoGebra Elementos de
actividades Geometria Geometria Geometria

GeoGebra GeoGebra
Formas de Formulas o Formulas o Formulas o Formulas o Férmulas o Formulas o Formulas o Formulas o
representacion | ecuaciones ecuaciones ecuaciones ecuaciones ecuaciones ecuaciones ecuaciones ecuaciones
empleadas Tablas Gréficas Gréficas Descripcion Gréficas Gréficas
Graéficas verbal

Procesos de Formula a Formula a Formula a Formula a Férmula a Férmula a Formula a Formula a
traslacion tabla gréfica férmula férmula formula formula formula formula
entre los Tabla a Férmula a Situacién a Formula a Formula a
registros de gréfica gréfica formula gréfica gréfica

representacion

Fuente: elaboracion propia.
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CAPITULO5

CONCLUSIONES

A partir de los resultados obtenidos que se han detallado en el Capitulo 4, se realiza a
continuacién un analisis comparativo de las propuestas de ensefianza disefiadas por los
estudiantes del Profesorado en Matemética acerca del contenido Funcion Cuadrética,
dividido en dos apartados: el primero, acerca de las actividades incluidas y de los aspectos
considerados en el instrumento de analisis, y el segundo, respecto de los registros de
representacion involucrados. La sintesis interpretativa de dichos analisis se presenta en el
tercer apartado de este capitulo.

En el cuarto, se indican las reflexiones que surgen de acuerdo con las preguntas que dieron
inicio al presente trabajo y los objetivos planteados.

Por ultimo, un quinto apartado presenta algunas perspectivas abiertas por este trabajo de

tesis.

5.1 Andlisis comparativo acerca de las propuestas de ensefianza

disefadas y de las actividades incluidas

Con respecto a las propuestas de ensefianza disefiadas para el desarrollo del contenido
Funcion Cuadratica los tres grupos coincidieron en ubicar a modo de destinatarios de las
actividades a alumnos de Nivel Secundario en un promedio de 14 afios: un grupo menciono

esa edad, otro los ubicé entre 13 y 14 afios y el otro, entre 14 y 15 afios.
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Esto se corresponde con los disefios curriculares de la Ciudad de Buenos Aires ya que, de
acuerdo con estos, se destinan siete afios para el Nivel Primario y cinco para el Nivel
Secundario (Nueva Escuela Secundaria o NES segun sus siglas). Este ultimo comprende
dos ciclos: Ciclo Basico, de dos afios de duracidn, y Ciclo Orientado, con una extension de
tres afios.

En el disefio curricular correspondiente al area de Matematica en la Formacién General del
Ciclo Bésico se indican cuatro ejes: Nimeros y Algebra, Funciones y Algebra, Geometria y
Medida, Estadistica y Probabilidades.

Dentro de los Contenidos Troncales en el Eje Funciones y Algebra se mencionan en el
disefio aquellos relativos a los conceptos matematicos abordados a través de la presente
investigacion, por lo que las propuestas disefiadas pueden corresponderse con el Ciclo
Basico del Nivel Secundario y con las edades mencionadas por los estudiantes del
Profesorado.

Dos de los grupos incluyeron los objetivos de la propuesta y el otro, los agregé luego de la
etapa de resolucion de cada disefio. En el apartado 4.3.2 se comentaron los aspectos
relativos a la resolucion de cada propuesta y habiéndose presentado los dos primeros
grupos, el tercero considerd incluir los objetivos a partir de haberlos visto en las dos
anteriores.

En todos los casos, las actividades que luego se plantearon resultaron relativamente acordes
con esos objetivos planteados. En general, coincidieron en considerar como objetivos de
sus propuestas que los alumnos de Nivel Secundario puedan identificar una funcién
cuadrética y sus elementos principales, realizar su correspondiente grafica y analisis de la

misma. Un solo grupo hizo referencia en los objetivos a la resolucion de sistemas de
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ecuaciones, si bien luego a la unica actividad referida a ese contenido se la presentaba como
optativa. Y también en un Unico grupo se hizo referencia a la posibilidad de modelizar una
situacion a través de una expresion cuadratica y se mencion6 especificamente dentro de los
objetivos la utilizacion de GeoGebra como una herramienta para la representacion gréafica.
Ninguno de los grupos considerd la bibliografia consultada o mencioné las referencias
bibliograficas correspondientes, si bien habian consultado libros de texto de Nivel
Secundario y los utilizaron en clase durante la tercera etapa, en el disefio de sus propuestas
(apartado 4.3.1).

Respecto de las categorias consignadas en el apartado 3.6, puede indicarse que, de los
aspectos de la funcion cuadratica sefialados por Illuzi y Sessa (2014), siempre la
introduccién a dicho contenido se ha presentado en todas las propuestas de ensefianza a
través de actividades cuya resolucion implica un trabajo con las distintas escrituras de su
formula. Y, en general, la implementacion de las otras actividades también requiere de un
conocimiento algebraico que permite desarrollar una expresién de maneras equivalentes o
se pueden aplicar formulas dadas para el céalculo de algunos elementos. Un solo grupo
incluyé ademas otro tipo de actividades presentando, por ejemplo, un problema en un
contexto geométrico cuya resolucién requiere la modelizacién a través de una expresion
cuadrética, que es otro de los aspectos mencionado por los autores acerca del contenido.
Este fue incluido dentro de la propuesta, a modo de actividad de cierre; es decir, no fue
considerado para introducir a los alumnos en el tema Funcién Cuadratica.

Dentro de la categoria de andlisis referida a las caracteristicas de las actividades, se ha
examinado como una de las subcategorias posibles el tipo de actividad que la tarea requiere

del sujeto (Fig. 5.1).
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En los Grupos 1 y 2 se observo una distribucion relativamente uniforme en la cantidad de
actividades que se consideraron dentro de cada tipo; en el Grupo 1 solo falt6 alguna relativa
a Problema mientras que en el Grupo 2 sucedi6 algo similar respecto de las que involucran
Ejemplo — llustracion. En el Grupo 3 resulté mas notoria la tendencia muy volcada a las
tareas del tipo Ejercicio — Aplicacion — Practica, no solo por las caracteristicas de cada
actividad en si misma sino por la propuesta de implementacién que se describi6 en el
trabajo y por la exposicion realizada, donde en la mayoria de los casos se plantearon e
indicaron con anterioridad las definiciones y las férmulas correspondientes que debian

luego solo aplicarse a las funciones cuadraticas dadas en los enunciados.

M Grupo 1
Grupo 2

m Grupo 3

Cantidad de actividades
w

O T T T 1
Ejercicio Problema Ejemplo Explicacion
Aplicacién llustracién Comprensién
Practica

Figura 5.1. Subcategoria: Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto.
Fuente: elaboracion propia.

Respecto de la presentacion o formato de los enunciados, las tres propuestas de ensefianza
incluyeron actividades con enunciados en todos los casos verbales, complementados en
algunas situaciones con: lenguaje simbolico, a través de formulas y expresiones

algebraicas; graficos, cuando se incluyeron las representaciones de algunas curvas como
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parte del enunciado; e icénico, cuando se ha indicado una figura de anélisis que completa la
tarea presentada.

En relacion con la naturaleza de las tareas incluidas, todas las actividades de las propuestas
disefiadas por los Grupos 1 y 3 resultaron del tipo Artificiales. Solo el Grupo 2 incluy6 una
actividad considerada Situacion de la realidad y otra actividad Contexto geométrico, ambas
dentro del tipo real en la clasificacion propuesta por Gonzélez (2014); las otras tres tareas
incluidas en la propuesta de este grupo son artificiales, al igual que lo mencionado respecto
de los otros dos grupos.

Considerando la motivacion o finalidad general de la tarea, todas las actividades incluidas
en las tres propuestas de ensefianza disefiadas por los grupos resultaron del tipo Escolares,
es decir, no se propusieron otros tipos de actividades como podrian ser las socioculturales,

ltdicas o historico culturales consideradas en la mencionada clasificacion.

B Grupol
Grupo 2

B Grupo 3

Cantidad de actividades
w

Ejecucion Investigacion Evaluacion Explicacion
Exploracién Comprensién

Figura 5.2. Subcategoria: Por el tipo de finalidad didactica. Fuente: elaboracion propia.

Teniendo en cuenta la finalidad didactica de las tareas incluidas (Fig. 5.2), han
predominado las del tipo De ejecucion especialmente por el modo en que varias de ellas

han sido planteadas, porque se indican de manera explicita los pasos a seguir en su
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resolucién o se muestran las formulas correspondientes que luego solo deben ser aplicadas
a un ejercicio en particular. De manera similar a lo analizado respecto de la subcategoria
Por el tipo de actividad que la tarea requiere del sujeto, este predominio es mas notorio ain
en la propuesta disefiada por el Grupo 3.

De acuerdo con el tipo de proceso de resolucion, han predominado las actividades
Cerradas. EI Grupo 1 incluyd en su propuesta todas tareas de esta clase, como asi también
el Grupo 3 excepto una actividad optativa. Solo el Grupo 2 presenté cierta variedad en su
propuesta, iniciando y finalizando la secuencia con actividades Abiertas, mientras que las
otras también eran cerradas.

En cuanto al tipo de solucién, todas las actividades incluidas en las tres propuestas de
ensefianza que se han disefiado resultaron Con solucién Unica, es decir, ninguna de las
secuencias ha considerado alguna tarea que no admita solucion o que la misma sea multiple
0 indeterminada.

Al analizar el tipo de conocimiento matematico o la actividad matematica involucrada en
las tareas incluidas en las secuencias disefiadas (Fig. 5.3), se ha podido observar que
ninguno de los tres grupos ha considerado alguna relativa a la Demostracion o que implique
la utilizacidn de Propiedades. Pueden mencionarse como actividades con mayor frecuencia
de aparicién las relativas a la Representacion por la vinculacién del contenido Funcion
Cuadratica con la representacion grafica en ejes cartesianos, con lapiz y papel o con la
utilizacion de GeoGebra, como asi también las que emplean algin Procedimiento o aplican

un Algoritmo en su resolucion.
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B Grupol
Grupo 2

Cantidad de actividades

m Grupo 3

Figura 5.3. Subcategoria: Por el tipo de conocimiento matematico o actividad matematica involucrada.
Fuente: elaboracion propia.

Con respecto al tipo de actuaciéon implicada (Fig. 5.4), no se ha encontrado en ninguna de
las propuestas de ensefianza alguna actividad referida a la Comunicacion si bien este
trabajo puede estar vinculado a otras actuaciones como la de Justificacidn, donde dos de los
tres grupos incluyeron tareas que hacen hincapié en que los alumnos que las resuelven
puedan fundamentar los procesos realizados o las respuestas dadas, que podria incluir
también una comunicacién del razonamiento o del procedimiento realizado. Se incluyeron
ademas en dos de las tres propuestas actividades relativas a la Explicacion que también
pueden suponer cierta comunicacion.

En los Grupos 1 y 3 predominaron las actividades centradas en la Aplicacion si bien el
Grupo 3 también ha tenido una gran cantidad de tareas del tipo Construccién. En el Grupo
2, de las actuaciones que se han considerado, se ha observado una distribucion maés

uniforme de sus tipos dentro de las actividades que se han incluido.
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H Grupoe 1

Grupo 2
® Grupo 3

Cantidad de actividades

Figura 5.4. Subcategoria: Por el tipo de actuacién implicada. Fuente: elaboracion propia.

Los tres grupos utilizaron en sus propuestas de ensefianza todas las herramientas para llevar
a cabo las tareas, consideradas en el disefio del instrumento de andlisis (Fig. 5.5). Lo
hicieron de una manera relativamente uniforme en cuanto a la distribucion y cantidad de
actividades en relacion con dichas herramientas.

Puede mencionarse que en todos los casos se ha observado una menor cantidad de tareas
que requieran la utilizacion de elementos de Geometria; en relacion con el contenido
Funcion Cuadrética esta herramienta aparece vinculada en la construccion de graficos con
lapiz y papel, y en las propuestas disefiadas se ha utilizado el software GeoGebra en la
mayoria de las actividades relativas a la realizacion de dichos gréaficos.

Tal como se ha descripto en el apartado 4.5 la utilizacion de la calculadora como
herramienta se ha considerado como parte de ese analisis para aquellas actividades que

pudieran requerirla pero en ningn caso algin grupo menciond su uso de manera explicita.
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4 A W Grupo 1

Grupo 2
= Grupo 3

Cantidad de actividades

Lapizy papel Calculadora Elem de GeoGebra
Geometria

Figura 5.5. Categoria: Herramientas para llevar a cabo las actividades. Fuente: elaboracion propia.

Teniendo en cuenta las categorias que Gémez (2001) agrupa en lo que denomina analisis
didactico, las tres propuestas de ensefianza disefiadas por los grupos presentaron solo la
categoria referida al analisis de contenido. De acuerdo con lo detallado en el apartado 2.5.2
el autor considera que se identifican en ese analisis de contenido los conceptos y
procedimientos involucrados en las actividades, mostrando una descripcion estructurada y
sistematica del contenido matemético como es en este caso Funcion Cuadrética.

Si bien se les habia sugerido a cada uno de los grupos algunas cuestiones que se podrian
considerar dentro de la propuesta de ensefianza, no incluyeron lo relativo al anélisis
cognitivo como por ejemplo identificar y describir las posibles dificultades que podrian
enfrentar los alumnos de Nivel Secundario a los que esta dirigida la misma o los posibles

errores que ellos podrian llegar a cometer al realizar las actividades que la componen.

5.2 Analisis comparativo acerca de los registros de representacion

En todas las actividades que se han incluido en las tres propuestas de ensefianza disefiadas

aparecieron las formulas o ecuaciones como registros de representacion (Fig. 5.6). En
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efecto, predomina este registro en todas las propuestas que se han disefiado. También se

involucra el registro gréfico en la mayoria de las tareas que se han considerado.

MW Grupol

Grupo 2

3 1 = Grupo 3

Cantidad de actividades
I

Descripcidn Tablas Graficas Formulas
verbal

Figura 5.6. Categoria: Formas de representacion empleadas. Fuente: elaboracién propia.

Resultd menor la cantidad de actividades relativas al registro de representacion de
descripcién verbal. Y en todos los grupos resulté menor adn la cantidad de actividades que
utilizan la tabla como registro; incluso en el Grupo 1 no se han incluido actividades que se
vinculen con él.

Esta falta de diversidad en las representaciones sobre un mismo objeto es una cuestion que
se debe considerar en los estudiantes del Profesorado para sus futuras practicas docentes. Si
bien como alumnos del primer afio de la carrera se podia prever esta limitacion, se destaca a
partir de este trabajo la dedicacion que se debe reservar durante la etapa de formacion
inicial al cuidado de este analisis. De acuerdo con lo indicado en apartado 2.4, no son los
mismos aspectos de un contenido los que son representados de un registro a otro, por lo que
es importante que un objeto mateméatico sea presentado en diferentes tipos de
representaciones (Duval, 1993). Resulta significativo que los estudiantes del Profesorado

consideren necesaria la inclusion de esta diversidad de representaciones de un mismo
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objeto en el disefio de actividades como asi también la reflexion acerca del tipo de tareas
que pueden abarcar estas diferentes representaciones.

Respecto de los procesos de traslacion de un registro a otro que demanda la resolucién de
cada actividad (Tabla 5.1), se pudo observar en las propuestas de ensefianza disefiadas que
no aparecieron involucradas algunas de esas posibles traslaciones dada la poca cantidad de
tareas que se relacionan con algunos de los registros de representacion (Fig. 5.6) o la escasa

diversidad en los aspectos involucrados en la resolucion de las actividades.

Tabla 5.1. Subcategoria: Proceso de traslacion

Proceso de traslacion

A L ) .
Situacion, - Formula, expresion
L Tablas Gréficas H
De descripcion verbal algebraica
Situacion, Sin actividades en | Sin actividades en | Sin actividades en
descripcion verbal | las propuestas las propuestas las propuestas
Tablas Sin actividades en | Sin actividades en Sin actividades en
las propuestas las propuestas las propuestas
- Sin actividades en | Sin actividades en Sin actividades en
Gréficas
las propuestas las propuestas las propuestas
Formula, expresion | Sin actividades en
algebraica las propuestas

Fuente: elaboracion propia.

Respecto del registro de representacion relativo a la situacion o descripcion verbal solo se
incluyeron actividades que, partiendo de este registro, se involucra un proceso de traslacion
hacia el registro de formula o expresion algebraica. Es decir, en ninguna de las tres
propuestas de ensefianza disefiadas se han incluido actividades que realicen un proceso de
traslacion de la situacion o descripcion verbal a otra situacion equivalente o a los registros
de tablas o de gréaficas.

Algo similar sucede con el registro de representacion de tabla, ya que solo se han incluido
actividades que requieren un proceso de traslacion al registro grafico. No se han incluido en

ninguna de las tres propuestas de ensefianza actividades que requieran un proceso de
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traslacion del registro de tablas al mismo registro o de este a situacion o descripcién verbal
0 a férmula o expresion algebraica.

Una sola actividad correspondiente a una de las propuestas se vincula con el proceso de
traslacion del registro de representacion grafico al mismo registro. En ninguna de las
propuestas que se han disefiado se han incluido actividades que se relacionen con el proceso
de traslacion del registro grafico al de situacién o descripcion verbal ni al de tablas ni al de
férmula o expresion algebraica.

Coinciden las tres propuestas de ensefianza que se han disefiado en un predominio de
actividades que se centraron en un proceso de traslacion desde el registro de representacion
de formula o expresion algebraica a los otros. Solo en la propuesta del Grupo 3 hubo una
mayor cantidad de actividades vinculadas con el proceso de traslacion del registro de
férmula o expresion algebraica al mismo registro. Pero en general, tanto en este grupo
como en los otros dos, se puede mencionar una preponderancia de actividades que se
corresponden con un proceso de traslacion desde el registro de representacion de formula o
expresion algebraica al gréfico.

Lo analizado se resume en la Fig. 5.7.

6 -
5 -
4
EGrupol
Grupo 2
P -I W Grupo 3
| LL
T T T T T T

Situaciona  Tablaa Graficaa Formulaa Formulaa Formulaa
Formula Grafica Gréfica Tabla Grafica Formula

Cantidad de actividades
w

Figura 5.7. Subcategoria: Proceso de traslacion. Fuente: elaboracion propia.
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En relacion con los tipos de conversiones entre los registros de representacion, hay un
predominio de actividades que plantearon una conversion indirecta. Entre las de este tipo,
solo aparecieron en las tres propuestas de ensefianza disefiadas actividades que involucran
la conversion del registro de formula o ecuacion al gréafico. Dentro de estas conversiones
indirectas también podrian haberse incluido actividades que plantearan un pasaje del
registro de tabla al de férmula o ecuacion como asi también del gréafico al de férmula o
ecuacion, pero no se han registrado ninguna de ellas.

Tal como se ha indicado en el apartado 2.4 esa conversion del registro de féormula o
ecuacion al grafico requiere un proceso ecuacion — tabla — grafica que no ha sido analizado
al menos en forma explicita por los estudiantes del Profesorado sino que quizas
consideraron que puede realizarse de manera directa. De acuerdo con Janvier (1987, citado
en Cortés, 2005) esa conversion puede efectuarse sin la necesidad de construir una tabla
cuando se logran identificar las unidades significativas propias de la escritura algebraica y
el modo en el que estas influyen en la gréfica.

Se ha observado también en las propuestas una escasa cantidad de actividades involucradas
con el tipo de conversion directa. Ninguna de las tareas incluidas en la propuesta de
ensefianza disefiada por el Grupo 1 se ha correspondido con las de este tipo. Los otros dos
grupos presentaron una o dos actividades, cada uno de ellas vinculadas con estas
conversiones directas, relativas al pasaje del registro de representacién de férmula o
ecuacion al de tabla y de esta a grafica. Es decir, ninguna de las propuestas de ensefianza
disefiadas ha presentado alguna actividad relativa a la conversion del registro gréfico al de

tabla.
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Esta ausencia de algunos tipos de conversion entre los registros de representacion de un
mismo objeto matematico se relaciona con el andlisis realizado respecto de la escasa
diversidad de formas de representacién que se han identificado en las actividades disefiadas
por los estudiantes del Profesorado. Se agrega ahora el andlisis acerca de las conversiones
que se definen para pasar de un modo de representacion a otro y la riqueza que cada una de
ellas aporta a la construccién del concepto que se esté desarrollando. Como se ha sefialado,
se espera a partir de esta investigacion que se identifique la importancia de incluir el

analisis de estos aspectos en la formacion de los futuros docentes.

5.3 Sintesis de los resultados

En el apartado 1.1 se han incluido las preguntas que interesan responder a través del
presente trabajo:

¢Qué componentes del conocimiento aparecen involucrados en los estudiantes del
Profesorado en Matematica al analizar y elaborar actividades respecto del contenido
Funcién Cuadratica? ¢Como se manifiesta el conocimiento tecnoldgico en esas tareas?
Con respecto a los componentes del conocimiento, el disciplinar o curricular aparece
involucrado en relacion con los conceptos relativos al contenido Funcion Cuadréatica que se
han desarrollado en las propuestas de ensefianza, los enfoques sobre el tratamiento de esos
conceptos y las redes que permiten explicarlos, organizarlos y conectarlos.

En cuanto a los aspectos relativos a ese conocimiento disciplinar o curricular en algunas de
las actividades incluidas en las propuestas y en sus enfoques puede sefialarse cierta

influencia de la secuencia de actividades extraida del portal educativo educ.ar que los
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estudiantes habian analizado previamente respecto de las propuestas que disefiaron luego,
ya que en algunos casos resultaron tareas muy similares aungue con otros ejemplos o
calculos a resolver.

Respecto de este componente disciplinar o curricular del conocimiento y de los aspectos
que involucra, dos de las tres propuestas disefiadas por los estudiantes del Profesorado en
Matematica presentan una organizacion de los conceptos relativos al contenido Funcién
Cuadratica similar a la secuencia extraida del portal, iniciando la misma con una definicién
general de este tipo de funciones y de sus elementos principales, para luego ser aplicado a
ejemplos y actividades dadas.

Resultaron también similares algunos de los conceptos desarrollados relativos a estas
funciones (graficos, elementos principales, formula o expresion de una funcion a partir de
algunos de sus elementos) si bien en las propuestas disefiadas por los estudiantes del
Profesorado se incluyeron otros que no habian sido considerados en la secuencia extraida
de educ.ar (desplazamientos del grafico, formas de expresar una funcidén cuadratica,
situaciones que pueden modelizarse a traves de una expresion cuadrética).

Tal como se ha indicado en el Capitulo 4 y en los dos primeros apartados del presente a
partir del analisis comparativo realizado, en relacién con los aspectos relativos a ese
conocimiento disciplinar o curricular los estudiantes del Profesorado en Matematica han
distinguido y mencionado en sus propuestas como conocimientos previos: polinomios,
funciones, confeccion de tablas y gréaficos de funciones, funcion lineal, ceros de una
funcion, crecimiento y decrecimiento de una funcion. Y han desarrollado como contenidos
relativos a Funcién Cuadratica a través de dichas propuestas: grafico de la funcion a través

de sus elementos principales (coeficiente principal, raices o ceros, vértice, ordenada al
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origen, eje de simetria), desplazamientos del gréafico, formas de expresion de la férmula
correspondiente a una funcion cuadréatica, andlisis del gréafico (intervalos de positividad y
de negatividad, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, conjunto imagen), situaciones
que pueden modelizarse a través de una expresion cuadratica.

Solo uno de los grupos incluyo en su propuesta a modo de Actividad Optativa la resolucion
de un sistema de ecuaciones que involucraba una funcion lineal y otra cuadratica, sin
alguna indicacién acerca del modo en que este se podria resolver excepto su vinculacion
con los graficos de ambas funciones.

También en una sola de las propuestas se plantearon situaciones problematicas cuya
interpretacion y resolucion requiere la utilizacion de los conceptos relativos a las funciones
cuadréticas, en una de las actividades, y la modelizacion de lo planteado a través de una
expresion cuadratica, en otra actividad. En este Gltimo caso la situacion planteada también
se vinculé con contenidos geométricos, que son otros ejemplos de actividades y de
conceptos que se podian contemplar.

Considerando este componente disciplinar o curricular del contenido se puede observar que
hay una cierta seleccion de los conceptos y enfoques relativos al contenido Funcién
Cuadratica que se han atendido por sobre otros. No se han considerado algunos otros
conceptos que se desprenden de los vistos como pueden ser:

- Resolucion de ecuaciones donde interviene alguna expresion cuadratica, como por

ejemplo L+z= 6 ; AVX=3=Xx-5

Xx-3 X x?-9

- Resolucion de ecuaciones bicuadradas (x2 + 6)2 -17 -(x2 + 6)+ 70=0
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- Inecuaciones de segundo grado x*> —4x+3>0 si bien se podria haber relacionado con
los intervalos de positividad y de negatividad que en alguna propuesta fueron incluidos

pero se los indicaba a partir de los gréficos realizados.

_ _ _ y < —X y<-x*+4
- Sistema de inecuaciones )
y < x* +5x y>x°

- Obtencidn de la formula de una funcion cuadrética o gréfico de una parébola conociendo
tres puntos que estan contenidos en ella.

Si bien no se habian delimitado previamente o a través de alguna consigna los conceptos a
desarrollar dentro del contenido indicado ni se habia mencionado la cantidad de clases que
se podian destinar al desarrollo de los temas, respecto del conocimiento disciplinar como
componente del conocimiento se puede observar en las propuestas de ensefianza disefiadas
por los grupos una vinculacion directa del contenido Funcion Cuadratica a todo lo relativo
con el concepto de funcion, su relacion con otras funciones vistas, sus caracteristicas
gréficas, pero solo en alguna actividad aislada de alguna propuesta se pudo observar la
vinculacion del contenido a otros conceptos y areas.

Respecto del conocimiento pedagdgico como componente del conocimiento pudo
observarse el enfoque que cada grupo plante6 en relacién con las practicas y los métodos de
ensefianza y de aprendizaje, especialmente durante las etapas correspondientes a la
implementacion y a la exposicion de sus propuestas de ensefianza.

Este trabajo de investigacion, de acuerdo con el problema y objetivos planteados, se
involucra en la formacidn inicial del docente y las situaciones que pueden experimentar los

estudiantes del Profesorado en Matematica para construir este conocimiento. Trabajando

251



con alumnos del primer afio de la carrera se presuponia un escaso conocimiento pedagogico
acerca del contenido a desarrollar y se pudo observar que estas experiencias constituyen
una herramienta para la construccion de este conocimiento, a través de la investigacion en
libros de texto de Nivel Secundario sobre los conceptos relativos a Funcion Cuadratica, el
andlisis de otras propuestas de ensefianza acerca de este contenido y la presentacién un
disefio propio a modo de propuesta de ensefianza. Son experiencias que fomentan y
colaboran en la construccion del conocimiento pedagdgico de los estudiantes del
Profesorado como futuros docentes acerca de cdmo desarrollar estrategias cognitivas y una
adecuada motivacién hacia el aprendizaje, como asi también la comprension acerca de
coémo el alumno de Nivel Secundario construye el conocimiento y adquiere competencias.
Respecto de dichas propuestas, se explicitaron en ellas pocas cuestiones relativas a este
conocimiento pedagogico, respecto de los procesos, practicas, estrategias didacticas y
métodos de ensefianza, tal como se menciond acerca de la categoria correspondiente al
analisis didactico en el primer apartado de este capitulo. Los trabajos presentados hicieron
hincapié en el analisis de contenido por sobre el analisis cognitivo.

En relacion con algunos de los aspectos contemplados en el marco tedérico respecto de este
componente pedagdgico del conocimiento, los estudiantes del Profesorado incluyeron los
objetivos generales que se persiguen como metas a través de las actividades seleccionadas,
los destinatarios identificindolos como alumnos de Nivel Secundario en una edad promedio
de 14 afios y una correcta planificacion de los conceptos a desarrollar a partir de dichas
tareas.

Respecto del conocimiento tecnolégico, atendiendo también lo expuesto en el marco

tedrico como componente del conocimiento, se considera en este las tecnologias
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tradicionales como libros, tiza, pizarron; también, las tecnologias mas recientes, como
Internet, dispositivos digitales, etc.

En cuanto a las tradicionales, se pudo observar especialmente en la etapa relativa a la
exposicion que han realizado los grupos que prevalece la utilizacion del pizarrén por sobre
todos los otros recursos.

Respecto de las tecnologias mas recientes, cabe mencionar que en la consigna dada a los
estudiantes del Profesorado se especifico la incorporacion y la utilizacion de un software
como GeoGebra en el disefio de la propuesta y en el desarrollo de las actividades, por lo
que se sobreentiende la eleccion de este programa y la computadora como dispositivo
digital que se ha incluido en todos los casos.

Puede observarse que de todos modos no se explicitd en dicha consigna la utilizacién de
este software como la Unica forma o medio de incluir la tecnologia. En consecuencia, no
surgié en ningun caso la posibilidad de incluir otras herramientas, como puede ser la
utilizacion de Internet o correo electronico, entre las mas conocidas. En la secuencia de
actividades extraida del portal educ.ar y resuelta por los estudiantes del Profesorado en la
segunda etapa del presente trabajo, se incluia una actividad que hacia referencia a través de
un link al acceso a una pagina Web desde la cual se iniciaba el desarrollo de la tarea. Si
bien los grupos consideraron, en algunos casos, esa secuencia a modo de ejemplo y les ha
servido de base o idea para el disefio de sus propias propuestas de ensefianza, respecto de la
utilizacion de Internet ninguno de los grupos lo ha incluido como una herramienta
tecnologica.

Con respecto al conocimiento de la tecnologia y de la pedagogia o conocimiento

tecnoldgico pedagdgico como componente del conocimiento se puede mencionar que, de
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manera similar a lo descripto acerca del andlisis didactico centrado en el analisis de
contenido en lugar de ser complementado con el cognitivo, la explicitacion por parte de los
integrantes de los grupos dentro de sus producciones acerca de la utilizacion de GeoGebra
en contextos de ensefianza y de aprendizaje ha sido muy limitada.

En general, los estudiantes del Profesorado en Matematica incluyeron la utilizacion de
GeoGebra en algunas de las actividades propuestas pero no mencionaron de manera
explicita si consideran que el uso de este software tiene algin potencial por sobre los
recursos tradicionales, por ejemplo, o si consideran que de algin modo esto contribuye a
una mejor comprension del contenido y de los conceptos involucrados.

Los tres grupos presentaron su propuesta y sus actividades sin incluir ninguna mencion
acerca del modo en el que relacionan la utilizacion de GeoGebra con los procesos de
ensefianza y de aprendizaje.

Solo en uno de los items del enunciado de una actividad el Grupo 1 escribié un comentario
acerca de la utilizacion del software:

“Ahora pueden cambiarse los valores de ‘a’, ‘b’ y ‘c’ por cualquiera que esté entre sus

valores determinados como minimos y maximos, ahorrandonos el tiempo de crear un
grdfico para cada funcion que queramos analizar”.

Los integrantes del Grupo 2 han incluido a modo de aclaracion o analisis algunos
comentarios acerca de las actividades seleccionadas y respecto de la Actividad 2 indicaron:

“Con la ayuda de GeoGebra la idea de esta actividad es que se puedan graficar muchos
ejemplos y ver la variacion del grdfico segun los valores de cada deslizador”.

El Grupo 3 escribi¢ al final de la propuesta de ensefianza:

“La inclusion del programa GeoGebra en algunas de las actividades nos parecio una
excelente idea ya que actualiza los recursos de estudio, los alumnos en esta época utilizan
la computadora como herramienta principal para todo y a su vez también ayuda a ver los
graficos mas exactos, prolijos y rapidamente”.
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En los péarrafos citados, que se corresponden con la Unica mencién explicita acerca de la
incorporacion de GeoGebra en el desarrollo de las actividades dentro de las propuestas de
ensefianza disefiadas, pueden diferenciarse entre los grupos el modo en el que cada uno de
ellos considera la inclusion de este software. Asi, en el comentario incluido por el Grupo 1
se observa una vision reduccionista acerca de la utilidad del programa, donde solo se hace
referencia al ahorro del tiempo utilizado en la construccion de distintos gréaficos. El
comentario realizado por el Grupo 2 involucra un concepto mas dindmico acerca de la
utilizacion del software y de la potencialidad del mismo, mientras que el Grupo 3 hace
referencia a la motivacion que su incorporacion puede ocasionar en los alumnos de Nivel
Secundario en la actualidad, como asi también la precision en las representaciones graficas.
Puede reconocerse, por un lado, cierto conocimiento acerca de la existencia de herramientas
tecnologicas para realizar determinadas tareas y la posibilidad de reformular los propdsitos
técnicos de un software a finalidades educativas especificas, pero por otro lado, hay poca
explicitacion acerca del analisis didactico que se ha realizado sobre el modo en el que su
utilizacion influye o modifica la ensefianza y el aprendizaje en lo relativo al contenido
Funcion Cuadrética.

Esto se relaciona también con el conocimiento de la tecnologia y del contenido curricular o
conocimiento tecnolégico disciplinar ya que, tal como se ha mencionado en el marco
tedrico, este posibilita la construccion de nuevas y variadas representaciones. Los
estudiantes del Profesorado coincidieron en hacer hincapié en que las nuevas herramientas
tecnoldgicas pueden proporcionar un mayor grado de flexibilidad a través de estas
representaciones y vincularon la utilizacion de GeoGebra con el modo en el que las

representaciones gréficas, en este caso respecto del contenido disciplinar Funcidn

255



Cuadratica, son transformadas por la aplicacion de esta tecnologia. Pero, tal como se ha
indicado, el analisis por parte de los estudiantes de esa transformacion resulta algo limitada,
circunscribiéndolo al tiempo (cuando se destaca la rapidez en que el software realiza uno o
varios gréficos) o a la precision (cuando se menciona la exactitud y prolijidad).

La integracion de todos estos conocimientos en el conocimiento de la pedagogia, el
contenido curricular y la tecnologia o conocimiento tecnolégico pedagdgico disciplinar esta
influenciado por todos los aspectos que se han mencionado.

En sus propuestas de ensefianza, los estudiantes del Profesorado en Matematica mencionan
los conocimientos que consideran preexistentes en los alumnos de Nivel Secundario para
desarrollar los nuevos contenidos a partir de ellos, aunque es algo restringida la idea o
hipédtesis acerca de como la tecnologia puede ser utilizada para construir ese conocimiento
disciplinar reduciéndolo en muchos casos solo a la utilizacion del software para la
representacion grafica de las funciones cuadraticas y el caracter dindmico de GeoGebra
para la visualizacion de los desplazamientos de dichas representaciones.

Los estudiantes del Profesorado en Matematica no manifiestan de manera explicita en sus
propuestas de ensefianza un analisis sobre qué hace facil o dificil la comprension de los
conceptos relativos al contenido Funcion Cuadratica y como la tecnologia puede contribuir
a compensar o reparar esas dificultades de aprendizaje que enfrentan los alumnos de Nivel
Secundario, que son algunos de los aspectos relativos a este componente del conocimiento.
Esto también se identificd y reconocio desde la segunda etapa de esta investigacion, en
relacion con la puesta en comdn del analisis realizado acerca de las actividades extraidas

del portal educ.ar luego de su resolucién (apartado 4.2.2).
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Los estudiantes del Profesorado en Matematica evidenciaron alli algunas de sus
concepciones, como por ejemplo: hicieron un enfoque acerca de la utilizacion del software
GeoGebra centrado en su aplicaciéon s6lo a modo de graficador; consideraron importante
que primero sea el docente el que realice una demostracion acerca de su uso para que luego
sean los alumnos del Nivel Medio los que repitan el procedimiento; indicaron al momento
de introducir el contenido Funcion Cuadrética, que primero se realice un gréfico con lapiz y
papel y que luego se utilice el software; mencionaron el uso de GeoGebra so6lo a modo de
recurso de autoevaluacion, que corrobore los resultados obtenidos cuando los graficos se
realizan a través de una tabla de valores.

Al tratarse en este caso de estudiantes del Profesorado en el inicio de su trayecto formativo,
era previsible alguna de estas concepciones, influenciadas por sus experiencias como
alumnos en lugar de posicionarse como docentes. Repiten, en general, el mismo
procedimiento en que a ellos se les han presentado y desarrollado los contenidos y tienen
hasta el momento pocas herramientas didacticas que les permitan realizar un analisis mas
significativo y critico. Esto es justamente lo que tiene que servir como punto de partida en
la revision de un nuevo modelo de formacion docente.

Se espera contribuir a través de este tipo de trabajos en la construccién de ese conocimiento
tecnoldgico pedagdgico disciplinar, lo cual se relaciona con otra de las preguntas que
dieron lugar a la presente investigacion acerca de los tipos de experiencias que pueden

incluirse en la formacidn inicial del docente para construir ese conocimiento.
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5.4 Reflexiones finales

La formacion inicial del docente, en la mayoria de los casos, se ha centrado hasta la
actualidad en el componente disciplinar o curricular del conocimiento del profesor,
complementado con algunas asignaturas relativas a su componente pedagdgico. Si se
considera el disefio de la carrera de Profesor en Matematica en los Institutos de Formacion
Docente es notoriamente inferior la trascendencia que se otorga al componente tecnologico
del conocimiento.

Solo una asignatura, previa a la practica docente que se realiza durante esa formacion
inicial, tiene por objeto la relacion entre esos componentes: considera lo referido a la
integracién entre el conocimiento disciplinar y el pedagdgico, contribuyendo asi a la
configuracién del conocimiento pedagdgico disciplinar, dejando relegado a consideracion
del docente a cargo de esa asignatura el modo en el que integra y relaciona el conocimiento
tecnoldgico a los otros componentes.

El enfoque tedrico presentado en el Capitulo 2 de esta investigacion que considera no solo
las dimensiones disciplinar, pedagogica y tecnolégica del conocimiento del profesor sino
también la articulacion de las relaciones entre esos componentes, constituye un nuevo
modelo de formacion docente que contempla la complejidad de los procesos de ensefianza
y de aprendizaje, reconociéndolos como una actividad dindmica que precisa la
configuracién de muchos tipos de conocimiento.

El abordaje de esta formacion inicial debe considerar estos tres componentes y, en
particular, se debe replantear los tipos de experiencias que contribuyen al desarrollo de los

conocimientos hasta ahora no abordados por los planes actuales: el conocimiento
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tecnoldgico pedagdgico y el tecnoldgico disciplinar como asi también la integracion de las
tres dimensiones en el conocimiento tecnoldgico pedagdgico disciplinar.

Un ejemplo de ese tipo de experiencias lo constituyen las actividades relativas a la presente
investigacion ya que los procesos de analizar y de disefiar la planificacion de una propuesta
de ensefianza permiten a los estudiantes del Profesorado en Matematica reflexionar acerca
de los conceptos disciplinares a desarrollar como asi también de los enfoques sobre como
hacerlo, su organizacion y sus relaciones.

Ademas, que esa actividad esté complementada con una hipotética implementacion:
contribuye a que los futuros docentes puedan fundamentar los disefios de las actividades y
reflexionen sobre los diferentes procedimientos de resolucion que involucra cada tarea;
favorece la anticipacion y el tratamiento de los errores posibles y de las dificultades que se
pudiesen presentar; permite deliberar acerca de los tipos de intervenciones a realizar
durante la gestion de una clase. Los estudiantes del Profesorado en Matematica reconocen y
vivencian de este modo la importancia de la retroalimentacion entre grupos y la
socializacion entre pares.

Al mismo tiempo, este tipo de experiencias contribuye a la configuracion del conocimiento
tecnoldgico y de su relacidn con los otros componentes del conocimiento, en tanto invita a
los estudiantes del Profesorado a reflexionar acerca de la incorporacion de las TIC en la
ensefianza de la Matematica con el objeto de promover una mejor comprension de los
conceptos y la construccion de nuevas y variadas representaciones de objetos matematicos.
En particular, la posibilidad de incluir un software como GeoGebra a modo de mediador en

el desarrollo de conceptos, implica una revision de las précticas actuales y una adecuacion
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de este recurso en funcién de los objetivos, los contenidos y los grupos a quienes esta
destinada la propuesta de ensefianza.

Las actividades que se implementaron en el desarrollo del presente trabajo de investigacion,
que requirieron por parte de los estudiantes del Profesorado en Matematica tanto el analisis
como la seleccion de actividades para el tratamiento de un contenido, colaboraron en los
futuros docentes en su comprension acerca de como cambian los procesos de ensefianza y
de aprendizaje cuando se utilizan determinadas tecnologias, sin ignorar ni simplificar la
complejidad de las relaciones entre los componentes del conocimiento. Integrar las TIC en
las clases no solamente implica conocer la herramienta, como puede haber sido en este caso
la utilizacion de GeoGebra, sino también rever los conocimientos pedagdgicos Yy
disciplinares cuando se incluye la tecnologia.

En este nuevo modelo de formacion docente se deben considerar ademas los procesos y
niveles de evolucion por los que transitan los estudiantes del Profesorado, para que este tipo
de experiencias que se proponen sean acordes a ellos y permitan evidenciar también el
correspondiente progreso.

En los planes actuales de la carrera de Profesorado en Matematica las actividades relativas
a analizar y disefiar una propuesta de ensefianza acerca de un contenido estan incluidas en
asignaturas correspondientes al ultimo periodo de su formacion. En algunos casos estas
tareas resultan propias del periodo de la préctica docente, que en general se lleva a cabo
luego de haber cursado el resto de las asignaturas de la carrera.

Las actividades que se implementaron en esta investigacion, cuando se realizan de manera
progresiva desde el comienzo de la formacion docente, contribuyen a que los estudiantes

del Profesorado en Matematica efectlen: un adecuado analisis didactico de las propuestas
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de ensefianza que disefian, que no considere solo el andlisis de contenido sino que se vea
complementado por el cognitivo; una apropiada seleccion de actividades, que incluya
diversidad en las formas de representacién empleadas para su resolucién y en los registros
de representacion que se presentan respecto de un objeto matematico, como asi también
variedad en los procesos de traslacion y de conversion de esos registros que aparecen
involucrados en la resolucidn de las tareas elegidas.

De acuerdo con los resultados obtenidos durante la presente investigacion, este tipo de
experiencias contribuye desde el inicio de la formacion del profesor en Matematica a una
configuracion de su conocimiento que atienda tanto sus componentes disciplinar,

pedagdgico y tecnoldgico como la interrelacion entre ellos.

5.5 Perspectivas abiertas por este trabajo de tesis

A partir del desarrollo del presente trabajo de investigacion, se espera poder continuar con
esta metodologia y este tipo de actividades que contribuyen a la configuracion del
conocimiento tecnoldgico pedagogico disciplinar en la formacion de profesores en
Matematica.

Un trabajo similar al realizado puede extenderse a otras asignaturas de la carrera, tanto del
primer afo de ese trayecto formativo como asi también en asignaturas que se correspondan
con estudiantes avanzados del Profesorado en Matematica. De acuerdo con lo analizado en
esta investigacion, esto se haria atendiendo el nivel acorde a cada etapa de la formacion

pero siguiendo al mismo tiempo el progreso evidenciado.
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Seria enriquecedor ademas el intercambio y la socializacion de los resultados de esas
experiencias entre los docentes del Profesorado, a traves de foros o encuentros periodicos, a
fin de contar con mayor informacién acerca de los estudiantes y del mencionado progreso.

También se puede replantear la incorporacion de las TIC en el aula respecto de las
asignaturas de la carrera del Profesorado en Matemadtica: evaluar el modo en que estas se
incorporan en el desarrollo de los contenidos propios de cada materia del Profesorado y asi
poder analizar junto a los estudiantes, cuando los contenidos se adecuen, la forma en que

las TIC pueden ser llevadas a las aulas del Nivel Secundario.
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ANEXO 1
SECUENCIAS DIDACTICAS DEL SITIO EDUC.AR

REFERIDAS AL CONTENIDO “FUNCION CUADRATICA”

7.1 Secuencia “Aplicaciones de la funcion cuadratica”

Fecha de publicacion: 24/05/2012

Aparece en su resumen al inicio de la pagina: “El plan de esta actividad es que se

familiaricen con el uso y valor numérico de la funcion cuadrética, y que también descubran

la importancia de la aplicacion de esta funcion al contexto que los rodea”.

Se indican luego los propdsitos generales de la propuesta:

- Promover el uso de los equipos portatiles en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

- Promover el trabajo en red y colaborativo, la discusion y el intercambio entre pares, la
realizacién en conjunto de la propuesta, la autonomia de los alumnos y el rol del docente
como orientador y facilitador del trabajo.

- Estimular la basqueda y seleccién critica de informacion proveniente de diferentes
soportes, la evaluacion y validacion, el procesamiento, la jerarquizacion, la critica y la
interpretacion.

Se realiza una “Introduccion a las actividades” indicando:

“Actividades para descubrir la aplicacion de la funcion cuadratica en situaciones

problematicas de la vida cotidiana.
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El plan de esta secuencia es que los alumnos se familiaricen con el uso y valor numérico de
la funcion cuadratica, y que descubran la importancia de la aplicacién de esta funcién en el
contexto que los rodea”.

Se indican luego los objetivos de las actividades:

Aplicar los conocimientos adquiridos en Matematica a situaciones cotidianas.

- Investigar y trabajar sobre la vinculacion de las ciencias exactas con situaciones
problematicas reales.

- Promover el uso de los equipos portatiles en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

- Promover el uso de software aplicativo en las clases de Matematica.

- Estimular la basqueda y seleccion critica de informacion proveniente de diferentes

soportes.

Y por ultimo, bajo el titulo “Objetivos pedagodgicos™ aparecen las actividades propuestas:

Actividad 1: Aplicacion d

Llamamos funcién cuadratica a toda funcién de la forma f{x)=ax* +b.x +¢ donde los coeficientes
a, b y c son nimeros reales, siendo a distinta de cero. El dominio de la funcién son todos los
nimeros reales.

Término cuadratico: ax?

Término lineal: bx

Término independiente: ¢
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Grafico de funcion cuadratica, llamado parabola.

Para empezar, propénganles a sus alumnos que busquen informacion sobre los conceptos costo y
ganancia. Pueden hacerlo en Internet o en otros medios. Luego, proponganles que resuelvan la
siguiente situacion problematica:

1) Los ingresos mensuales de un empresario de maquinas electromecanicas estan dados por la
funcién:

2
f(x) =100.x - 2x , donde x es la cantidad de maquinas que se fabrican en el mes.

2) Observen el grafico y respondan:

INGRESOS ($)
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a) ¢Cudntas maquinas se deben fabricar mensualmente para obtener el mayor ingreso?

b) Si decimos que la ganancia fue de mil pesos aproximadamente, {cudantas maquinas se
fabricaron?

c) <Cudles son los ingresos si se fabrican cinco maquinas?
d) ¢A partir de qué cantidad maquinas se comienza a tener pérdidas?

Actividad 2: Aplicacion de distintos programas para graficar y analizar la funcion cuadratica

1) Luego de responder las preguntas anteriores, grafiquen las siguientes funciones cuadraticas en
la carpeta de forma tradicional y verifiquen los graficos realizados utilizando el programa para
graficar funciones y calculos matematicos (Graphmatica). Tengan en cuenta que el dominio es el
conjunto los numeros reales.

@) fx)=x*—-4 b)f(x) =4x*-2x-3

Actividad 3

1) A continuacion, les proponemos realizar una tabla indicando los datos del analisis de las
funciones anteriores. Para hacerla, pueden utilizar el procesador de textos o la hoja de calculos,
ambos disponibles en sus equipos portatiles.

La tabla puede ser similar a la siguiente:

Raices o ceros

Vértice

Intervalo de crecimiento

Intervalo de decrecimiento

Minimo

Imagen

Intervalo de positividad

Intervalo de negatividad

2) También pueden obtener la férmula de una funcién observando su grafico. Esto es muy sencillo
de realizar con el programa para graficar funciones y calculos matematicos (Graphmatica).
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7.2 Secuencia “Funciéon cuadratica”

Fecha de publicacion: 24/05/2012

Aparece en su resumen al inicio de la pagina: “En esta seccion estudiaremos los diferentes

elementos que componen el grafico de una funcion cuadratica como lo son el eje de

simetria, el vértice y sus raices. En las actividades los alumnos graficaran diferentes
funciones cuadraticas utilizando el programa GeoGebra, y deberan reconocer el eje de
simetria, el vértice y las raices de diferentes funciones”.

Se indican luego los propdsitos generales de la propuesta:

- Promover el uso de los equipos portatiles en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

- Promover el trabajo en red y colaborativo, la discusion y el intercambio entre pares, la
realizacién en conjunto de la propuesta, la autonomia de los alumnos y el rol del docente
como orientador y facilitador del trabajo.

- Estimular la basqueda y seleccién critica de informacion proveniente de diferentes
soportes, la evaluacion y validacion, el procesamiento, la jerarquizacién, la critica y la
interpretacion.

Se visualiza una “Introduccion a las actividades™:

“En esta secuencia estudiaremos los diferentes elementos que componen el grafico de una

funcidn cuadratica. En las actividades los alumnos tendran que graficar diferentes funciones

cuadréaticas utilizando el programa GeoGebra y deberan reconocer el eje de simetria, el
vértice y las raices de diferentes funciones. También deberan calcular estos elementos, de
forma analitica, utilizando las expresiones matematicas correspondientes”.

Se indican los objetivos de las actividades:
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- ldentificar y reconocer las partes de la funcion cuadratica (eje de simetria, Vvértices,
raices) mirando gréaficos.

- Estudiar y calcular grafica y analiticamente las raices y el vértice de funciones
cuadréticas.

Y se incluyen a continuacién las actividades propuestas:

Actividad 1

1) Antes de comenzar, analicen junto con el docente la siguiente informacion sobre 1a funcion
cuadratica:

- Toda funcién cuadratica se puede expresar de la siguiente forma: f(x) = ax? + bx + ¢, donde a, b
y € son numeros reales y a = 0. Esta forma de escribir a la funcién cuadratica se denomina
polinémica.

- El grafico de una funcion cuadratica esta formado por puntos que pertenecen a una curva llamada
parabola. Miren el grafico y vean los elementos que se distinguen en él:

Parabola

T

Ordenada

Vemce:
|

Raices (raizi yraizz): las raices o ceros de la funcion cuadratica son aquellos valores de x para los

cuales la expresion vale 0. Graficamente, las raices corresponden a las abscisas de los puntos donde
la parabola corta al eje x.

Podemos determinar las raices de una funcién cuadratica igualando a cero la funcién f(x) = 0, y asi

obtendremos la siguiente ecuacién cuadratica: ax?> + bx +c = 0

-b+yb? —dac

Para calcular las raices se utiliza la siguiente formula: 2a
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Eje de simetria (gje): representa la recta vertical simétrica con respecto a la parabola.

El eje de simetria de una parabola puede determinarse mediante la siguiente expresion:
X +X
1 2

)

X =

donde x1 y x2son las raices de la funcién cuadratica.

Vértice (vértice): el vértice de la parabola esta ubicado sobre el eje de simetria y es el tnico punto de
interseccion de la pardbola con el eje de simetria. A |a coordenada x de este punto la llamaremos x, y a la

Y. Yv. El vértice de la parabola vendra dado por las siguientes coordenadas: V =(Xv; yv).

Las coordenadas del vértice también pueden hallarse analiticamente por las siguientes expresiones:
A X + X,
Y 2

X
El valor xv se obtiene con la misma expresion que el eje de simetria:
Una vez obtenido el valor x, podemos determinar y, evaluando la funcion cuadratica y, = f(x,).
2) A partir de lo analizado anteriormente, contesten las siguientes preguntas:
a) ¢Una funcién cuadrdtica tendra siempre dos raices?

b) <El grafico de la funcién cuadratica sera siempre una parabola céncava (con las ramas hacia
arriba), como se muestra en el grafico?

Para contestar estas preguntas, ingresen al siguiente link, que les serd de gran ayuda para
profundizar este tema.

Caracteristicas de la funcion cuadratica

Aclaracion: este Gltimo link llevaba a una pagina en Internet pero aparece un mensaje de
error. La pégina ya no estaba disponible en el momento en el que se realizd el presente
trabajo.

Actividad 2

1) éCudles de las siguientes son funciones son cuadraticas?
a) f(x) = 2(x - 3)* - 5(2x + 3) + 8x(3 - 2x)
b) g(x) = 4x* - 3(x - 6) - (2x - 3)> + 5x - 8
c) h(x) = 6x - 3x(x+5) - 2(x-1)}(3-x) + 6
d) t(x) = 2(x-1)* - 2x(x + 2) + 5

Utilizando el programa Geogebra, instalado en sus equipos portatiles, grafiquen las funciones
cuadrdticas encontradas. Luego sefialen las raices, el vértice y su eje de simetria.
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2) Grafiquen las siguientes funciones cuadraticas:
a)f(x) =x2-2x-1
b)f(x) =x2+2x + 1

c)f(x)=x2-2x+ 2

A partir de los graficos realizados anteriormente, contesten:
a) ¢Existe diferencia entre los graficos? Justifiquen su respuesta.
b) éCuantas raices tiene cada funcion?
c) ¢Se puede encontrar el vértice sobre la recta x en alguna de las funciones?

d) ¢Alguna de las funciones no corta en el eje x? De ser asi, indiquen cuanto valen sus raices.

Actividad 3

1) Utilizando el programa Geogebra, grafiquen las siguientes funciones:
a)f(x) =-3x*+2x+ 1

b) g(x) = 1/2x* +3x- 1

2) Una vez graficadas, determinen grafica y analiticamente los siguientes elementos: raices de la
funcion, el vértice, el eje de simetria y la ordenada al origen de las funciones.

a) {Cual es el punto de interseccion entre las funciones? ¢Como podrian calcularlo
analiticamente?

3) Hallen la expresion de la funcién cuadratica que cumpla con los siguientes requisitos:
a) Su grafico pasa por el punto (3, -1) y su vértice es el punto V = (-2, 3)

b) Su grafico intersecta al eje y en (0, 7) y su vértice es el punto V= (3, 2)

Actividad de cierre

1) Reunidos en grupos de dos o tres alumnos, investiguen en Internet o en otras fuentes la biografia
del matematico Mohammed ibn Musa al-Khwarizmi.

2) Analicen en qué consiste el método utilizado por este matematico para resolver ecuaciones
cuadraticas. Discutan con sus companeros y el docente la forma en que se obtienen las raices de la
ecuacion cuadratica.

3) Consideren la siguiente funcion cuadratica: y = 3 x> -2 x - 1. Encuentren sus raices, segun el

meétodo investigado, y luego hallen el vértice y la ordenada al origen. Con estos datos realicen en
papel un grafico aproximado.
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Enlaces de interés y utilidad para el trabajo

Funcion cuadratica. Caracteristicas

El primero de estos dltimos tres links es el mismo ya incluido anteriormente en las
actividades y del que ya se mencion6 que no llevaba a una pagina disponible al momento
del presente trabajo.

El segundo link lleva a la pagina:

http://www.juntadeandalucia.es/averroes/iesarroyo/matematicas/materiales/4eso/funciones/t

eoriafuncioncuadratica/teoriafunciones.htm

Y el tercero, lleva a la pagina:

http://www.arrakis.es/~mcj/alkhwa.htm

7.3 Secuencia “Estudio de la funcidén cuadratica”

Fecha de publicacion: 05/01/2012

Indica en su resumen al inicio de la pagina: “Esta secuencia didactica abordara la
interpretacion de la funcion cuadrética, a traves de sus distintas formas de expresion, como
lo son su forma polindmica, factorizada y canonica. Para ello se proponen diferentes
actividades en las cuales los alumnos trabajardn con el pasaje de una expresion a otra, y
analizaran en qué casos conviene utilizar una expresion y no otra”.

Se indican luego los propdsitos generales de la propuesta:

- Promover el uso de los equipos portatiles en el proceso de ensefianza y aprendizaje.
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- Promover el trabajo en red y colaborativo, la discusion y el intercambio entre pares, la
realizacion en conjunto de la propuesta, la autonomia de los alumnos y el rol del docente
como orientador y facilitador del trabajo.

- Estimular la busqueda y seleccién critica de informacion proveniente de diferentes
soportes, la evaluacion y validacion, el procesamiento, la jerarquizacion, la critica y la
interpretacion

Se realiza una “Introducciodn a las actividades” indicando:

“En esta secuencia, se estudiard la interpretacion de la funcidon cuadratica a través de sus
distintas formas de expresion: formas polinémicas, formas factorizadas y formas canonicas.
Para ello, se proponen diferentes actividades en las cuales los alumnos trabajaran con el
pasaje de una expresion a otra, y analizardn en qué casos conviene utilizar cada expresion”.
Se indican luego los objetivos de las actividades:

- Reconocer la funcion cuadratica, que se puede expresar de diferentes formas.

- Expresar la funcion cuadréatica en formas candnicas, factorizadas y polinémicas.

- Representar graficamente las distintas formas de la funcion cuadratica.

Bajo el titulo “Objetivos pedagogicos” se incluyen a continuacion las actividades

propuestas:

Actividad 1

En general, las funciones cuadraticas se expresan de |a siguiente manera: y = ax“ - bx -c, con a #
0. Pero esta ecuacion se puede expresar de distintas formas segun el tipo de andlisis que
necesitemos realizar.

1) Para aprender como pasar de una forma de expresion a otra, visiten los siguientes links:
Analisis matematico - Diferentes ecuaciones para una sola parabola

Analisis de una funcion cuadratica
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El primer link se vincula con la pégina:

https://www.youtube.com/watch?v=jlsKGk80OIuQ

Y el segundo:

http://www.soko.com.ar/matem/matematica/06 funcion cuadratica analisis.htm

2) Luego de ver los videos, realicen un resumen con la informacién obtenida y respondan a las
preguntas que se presentan a continuacion:

a) Expresen de manera algebraica las distintas formas de escritura de una funcién cuadratica.
b) ¢Qué datos se obtienen en cada una de las expresiones anteriores?

c) ¢En qué casos conviene utilizar cada expresion?

Actividad 2
1) Analicen la siguiente situacion y respondan a las preguntas:

Los meteordlogos de la provincia de San Luis determinaron que la temperatura media en el mes de
agosto viene dada por la siguiente expresion:

2
T(t) .___.T_]].]i_(t = %2¥ % o0

T es la temperatura media en grados centigrados (°C) y t representa la hora del dia.

a) Utilizando el programa graficador GeoGebra, representen la expresion anterior.

b) éCual fue la temperatura maxima en el mes de agosto? ¢A qué hora del dia se registrg?
c) ¢Qué temperatura se registré a las 3 de la tarde?

d) ¢Hubo temperatura por debajo de los 0 °C? ¢A qué hora?

e) Expresen la ecuacion dada por los meteordlogos, para la temperatura media de una forma
diferente.

Actividad 3

1) Utilizando algunos de los programas graficadores (GeoGebra, Winplot o Graphmatica), grafiquen
las funciones y completen los datos de cada columna:
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Ordenada al
origen

Funcion i Eje de simetria

Vértice

y=x"-4x-5
y=-(x-372+
1
y=x(x+4)
y=-(x-1)(x
-1)

y=-x*+2x-4

Actividad de cierre

1) Reunidos de a dos o de a tres alumnos, y utilizando el procesador de textos, disponible en sus
equipos portatiles, construyan una tabla como la que se presenta a continuacién:

Formulas para

Expresion de la

5 Parametro obtener raices y
fundon e

vertices
Polinémicas o y=ax*+bx+c;
generales 310

X = (X1 + X2)/2;
Factorizadas

Yy = f(Xv)
Canénicas a; (Xv; W)

Enlaces de interés y utilidad para el trabajo

Funcion cuadratica, en Fatela pre universitarios

Caracteristicas de la funcion cuadratica

Funcién cuadratica: forma canodnica
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El primer y segundo link se vinculan, respectivamente, con las paginas:

http://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n cuadr%C3%Altica

http://es.scribd.com/doc/17504821/10-Funcion-cuadratica

Los altimos dos links daban un mensaje de error con las paginas que se intentaban vincular.

7.4 Secuencia “Funcion cuadratica en el basquet”

Fecha de publicacion: 24/05/2012

Aparece en su resumen al inicio de la pagina: “Este recurso aborda los siguientes temas:

Aplicacion de las funciones cuadraticas a la ecuacion de la trayectoria de una pelota de

basquet en un tiro libre (ideal). Interpretacion de los parametros que intervienen en la

formula de la funcion”.

Se indican luego los propdsitos generales de la propuesta:

- Promover el uso de los equipos portatiles en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

- Promover el trabajo en red y colaborativo, la discusion y el intercambio entre pares, la
realizacién en conjunto de la propuesta, la autonomia de los alumnos y el rol del docente
como orientador y facilitador del trabajo.

- Estimular la basqueda y seleccién critica de informacion proveniente de diferentes
soportes, la evaluacion y validacion, el procesamiento, la jerarquizacion, la critica y la
interpretacion.

Se realiza luego una “Introduccion a las actividades™:
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“Esta secuencia permite el abordaje de los siguientes temas: Aplicacion de las funciones
cuadraticas a la ecuacion de la trayectoria de una pelota de basquet en un tiro libre (ideal), e
interpretacion de los parametros que intervienen en la férmula de la funcién.

Para poder realizar las actividades presentadas a continuacion, es necesario que los alumnos
manejen las relaciones trigonométricas y la férmula de la funcion cuadratica™.

Y se incluyen a continuacién las actividades propuestas:

Actividad 1: Presentacion de la funcion e identificacion de los parametros

Se trabajara con base en la funcién f (x) = AX? + Bx + C. Sin embargo, atendiendo a las
condiciones iniciales del tiro libre de basquet —que corresponde a un tiro oblicuo-, debe
considerarse que:

A se relaciona con la aceleracion de la gravedad, la velocidad inicial y el angulo de tiro
-medido respecto de la horizontal-;

B se relaciona con el angulo de tiro;

C representa |a altura desde la que parte la pelota —que depende de la altura del
basquetbolista-.

En estas condiciones, la ecuacion de la trayectoria de |a pelota de basquet en el tiro libre
es:

qQ 2

V= Ye ol X - e g

—-Se puede aproximar la

gravedad a 10 m/s*-.

1) Dentro de esta formula, identifiquen los parametros A, B y C.

2) ¢Qué parametros de la ecuacion cuadratica varian al modificar la velocidad de tiro al
momento del lanzamiento? &Y si se modifica la altura de tiro? &Y si ahora cambia el
angulo de tiro?

Si trabajan en coordinaciéon con un docente de Fisica, €l podra darles el enfoque y la
interpretacion correspondiente a su asignatura. En tal caso, puede analizarse la
descomposicion de la velocidad en sus componentes rectangulares mediante las
relaciones trigonométricas.
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Actividad 2: Visualizacion de la trayectoria y de los cambios fisicos que se producen
al variar los parametros

Para realizar esta actividad, deben descargar el archivo de GeoGebra, al que pueden
acceder haciendo clic aqui.

El origen de las coordenadas se ubico en el punto en el que se para el jugador para
ejecutar el tiro libre, y las medidas respetan aproximadamente a las medidas reales.

Sus alumnos podran variar las condiciones iniciales del tiro libre de basquet (altura,
velocidad y angulo de tiro) y visualizar como varia la trayectoria en funcion de ellos.

Después de variar |as condiciones iniciales, y antes de iniciar el lanzamiento, es
conveniente mover el deslizador "Pelota”, de manera que la pelota se ubique en el punto

que se encuentra en el extremo inferior izquierdo de la pantalla.

Pueden ensayar varios tiros hasta lograr el enceste (pueden estimar las posiciones
iniciales, considerando qué parametros pueden variar si necesitan, por ejemplo, que la
curva sea mds "cerrada”, o si es preciso que la pelota alcance mayor altura, etcétera).

Si quieren borrar las trayectorias anteriores, alcanza con presionar Ctrl + F.

También pueden buscar en Internet la altura de algunos basquetbolistas famosos e
intentar distintas velocidades y angulos de tiro hasta encestar. Ademas, podrian
indicarles distintas condiciones iniciales y pedirles que hallen la posicion de la pelota al
alcanzar la altura maxima en ese tiro, o el alcance de ella, en el caso de no encestar. Se
muestran dos ejemplos:

Si la pelota parte desde una altura de 2,05 m con un 3angulo de 50° y una velocidad de
7,30 m/s, écudl serd la posicion de la pelota al alcanzar 1a altura maxima?

Si ahora la pelota parte desde una altura de 2,30 m con un angulo de 60° y una
velocidad de 6,8 m/s, ¢a qué distancia del jugador |a pelota tocara el piso (a esta
distancia se la llama alcance)?

Para verificar las soluciones obtenidas, sus alumnos podran ubicar los deslizadores segtin
las condiciones del problema vy tildar las casillas correspondientes en el mismo archivo.
Los deslizadores también pueden usarse haciendo clic sobre cada uno y moviéndolos con
las flechas del teclado.
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Igualmente pueden incluirse problemas en los que se dan algunas de las posiciones
iniciales y se buscan otras, como: en el dltimo partido, Juan lanzo un tiro libre y la pelota
alcanzé la maxima altura al ubicarse en el (2,83; 4). Cuando realizo el lanzamiento, Juan
solté la pelota a 1,90 m del piso y con un angulo de tiro de 56°. ¢Con qué velocidad lanzo
1a pelota?

Como en los problemas anteriores, 1a respuesta puede verificarse en el mismo archivo,
pero esta vez se deberan mover los deslizadores hasta los valores que se dieron como
dato y hasta la velocidad obtenida, y verificar el punto donde se alcanza la altura
maxima. (Es aconsejable trabajar con todos los decimales de la calculadora para no
propagar errores, y redondear los centésimos solo en la respuesta).

7.5 Secuencia “Funcion cuadratica, parte 1”

Fecha de publicacion: 24/05/2012

Se indica en su resumen al inicio de la pagina: “En este recurso les proponemos que

interpreten el papel que desempefian los parametros de la férmula de una funcidn

cuadratica”.

Los propositos generales de la propuesta que se muestran en la pagina son:

- Promover el uso de los equipos portatiles en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

- Promover el trabajo en red y colaborativo, la discusion y el intercambio entre pares, la
realizacién en conjunto de la propuesta, la autonomia de los alumnos y el rol del docente
como orientador y facilitador del trabajo.

- Estimular la badsqueda y seleccion critica de informacion proveniente de diferentes
soportes, la evaluacion y validacién, el procesamiento, la jerarquizacion, la critica y la
interpretacion

Se realiza luego una “Introduccion a las actividades™:
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“En esta secuencia se abordaran los siguientes temas: interpretacion de los coeficientes que

intervienen en la formula polindmica de una funcion cuadratica; interpretacion de los

pardmetros que intervienen en la formula de una funcion cuadratica dada en forma canonica

y el uso del programa graficador GeoGebra™.

Se indican luego los objetivos de las actividades:

- Promover la discusién y el intercambio de diversas estrategias entre pares.

- Promover el trabajo colaborativo, la realizacién en conjunto de la propuesta, la
autonomia de los alumnos y el rol del docente como orientador y facilitador del trabajo.

Y se incluyen a continuacién las actividades propuestas:

Actividad 1

Los items sefalados con letras (3, b, ¢, etc.) son las preguntas que los alumnos deberan responder
en el procesador de textos.

Pidanles a sus alumnos que se retnan de a dos para discutir ideas, aunque cada integrante trabajara
con su equipo portatil (si el ndmero de alumnos es impar, puede haber un grupo de tres).

Comeéntenles que para realizar la actividad deben utilizar el programa graficador GeoGebra y el
procesador de textos —para responder las preguntas que se formulan-, y que es necesario que
tengan los dos programas abiertos. La idea es que trabajen con el programa graficador y que vayan
contestando las preguntas en el procesador de textos a medida que avanzan, de modo que al
finalizar la actividad ya tengan todo respondido.

1) Abran el programa graficador y el procesador de textos.

2) Estudien como se modifica el grafico de una funcién cuadratica al variar los coeficientes de su
formula escrita en forma polinémica:

f(x)=ax2+bx+c

a=2
ili i *~ , llamada deslizador. Esta herramienta permite modificar el
Para ello utilicen la herramienta

valor de un nimero. Cologuen tres deslizadores llamados a, b y ¢, respectivamente. Hagan que
varien, por ejemplo, desde -5 hasta 5.

3) Escriban la formula de la funcién f(x) = a * x ~ 2 + b * x + ¢, en el campo de entrada.
Inmediatamente aparecera el grafico que corresponde a los valores de a, b y c que figuran en los
deslizadores. Hagan que se vea la formula de la funcion junto al grafico. Para ello, en la pestana
Basico / Propiedades, activen Muestra Objeto y Muestra Rétulo con la opcion Nombre y Valor, como
se muestra a continuacion.
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En la misma ventana hagan clic en |a pestafia Color y elijan uno de su agrado para el grafico de la
funcién. Si hacen clic en la pestana Estilo podran modificar el grosor y el estilo del trazo.

4) Hagan clic en Vista y activen Ejes, Cuadricula y Vista Algebraica.

N X v 1 Ejes

ol viEcugios |
£ Objetos Libnt v Vista Algedraica

:::: Vista de Hofa de Célculo

Jc=1 Objetos Aunliares
() Objetos Dep v  Divisién Horzontal

I Nx)=x*e

v Barra de Entrada
v Lista de Comandos

5) Ahora hagan que aparezca el eje de simetria de |a pardbola. Para ello, escriban en el campo de
entrada la ecuacion de la recta x = -b / (2 * a). Luego cambienle el nombre (llamenla Eje) y elijan
un color y un estilo de linea punteada que les guste. En este momento, ya estan en condiciones de
analizar qué papel juegan los coeficientes a, by c.

6) Pongan en uno los tres deslizadores.

7) Muevan el punto sobre el deslizador de a sin tocar los otros dos deslizadores; observen qué
ocurre con el grafico y respondan.
Utilizando el procesador de textos, disponible en sus equipos portatiles, respondan:

a) ¢Qué sucede a medida que el valor de a crece en valor absoluto?

b) ¢Como se relaciona el signo de a con la forma del grafico?
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8) Muevan el punto sobre el deslizador de b sin tocar los otros dos deslizadores; observen y
respondan:

c) ¢Qué sucede al variar el valor de b?
9) Muevan el punto sobre el deslizador de c sin tocar los otros dos; observen y respondan:

d) ¢Qué ocurre al variar el valor de c ?

Cierre de la actividad

1) Coloquen los deslizadores de forma tal que el grafico de la funcion cumpla estas tres condiciones:
* las ramas van hacia abajo;
e corta ambos ejes en 3;
* su eje de simetria es -1,25.

2) Guarden el archivo de GeoGebra con el nombre “Cierre actividad 1", y el del procesador de textos
como “Respuestas actividad 1”.

Actividad 2

Los items sefalados con letras (a, b, ¢, etc.) son las preguntas que los alumnos deberan responder
en el procesador de textos.

1) Abran el programa graficador GeoGebra y el procesador de textos, disponibles en sus equipos
portatiles.

2) Van a estudiar como se modifica el grafico de una funcién cuadratica al variar los pardmetros de
su formula escrita de la forma:

f(x)=a(x-b)2+c

Para ello, van a utilizar deslizadores. Coloquen tres deslizadores llamados a, b y ¢,
respectivamente. Hagan que varien, por ejemplo, desde -5 hasta 5.

3) Escriban la formula de la funcién f(x) = a * (x - b) ~ 2 + ¢, en el campo de entrada. Hagan que
se vea la formula de la funcion junto al grafico y elijan un color que les guste.

4) Activen Ejes, Cuadricula y Vista Algebraica.
5) Pongan en uno los tres deslizadores.

6) Muevan el punto sobre el deslizador de a sin tocar los otros dos deslizadores, observen qué
ocurre con el grafico y respondan:

a) <Qué sucede a medida que el valor de a crece en valor absoluto?

b) éCémo se relaciona el signo de a con la forma del grafico?

301



7) Muevan el punto sobre el deslizador de b sin tocar los otros dos deslizadores; observen y
respondan:

c) ¢Qué sucede al variar el valor de b ?
8) Muevan el punto sobre el deslizador de c sin tocar los otros dos; observen y respondan:
d) ¢Qué ocurre al variar el valor de c?
e) ¢Cudl es la ecuacion del eje de simetria de la pardbola?
f) ¢Cémo se relacionan las coordenadas del vértice de la parabola con los parametros a, b y ¢?

9) Para comprobar si respondieron correctamente las preguntas e y f, escriban en el campo de
entrada la ecuacion del eje de simetria que propusieron.

10) Renombren esa recta (llamenla Eje), elijan un color y un trazo con linea punteada.

11) Usen la herramienta X para marcar el punto de interseccidn entre la parabola y la recta Eje.

12) Renombren ese punto (llamenlo V), elijan un color que lo destaque y hagan que muestre su
nombre y su valor.

13) Muevan el punto del deslizador a. ¢Se modifican las coordenadas del vértice?

14) Muevan el punto del deslizador b. ¢Con qué coordenada del vértice se relaciona? ¢Y si mueve el
punto del deslizador c?

g) ¢Qué nombre recibe la forma en que esta escrita la formula de Ia funcion?

Cierre de la actividad

1) Coloquen los deslizadores de manera que el grafico de la funcién cumpla estas dos condiciones:
* su vértice es el punto (-3, 4);
¢ corta el eje de las ordenadas en -14.

2) Guarden el archivo de GeoGebra con el nombre “Cierre actividad 2", y el del procesador de textos
como “Respuestas actividad 2".

Sitios de interés y utilidad para el trabajo

Funcion cuadratica
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De los links que se proponen, en todos aparecen mensajes de error por tratarse de paginas

que ya no estan disponibles.

7.6 Secuencia “Funcidn cuadratica, Parte 11”

Fecha de publicacion: 24/05/2012

Se menciona en su resumen al inicio de la pagina: “En este recurso les proponemos que

realicen una simulacion animada de un fendémeno fisico como aplicacion de la funcion

cuadratica”.

Se indican luego los propdsitos generales de la propuesta:

- Promover el uso de los equipos portatiles en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

- Promover el trabajo en red y colaborativo, la discusion y el intercambio entre pares, la
realizacién en conjunto de la propuesta, la autonomia de los alumnos y el rol del docente
como orientador y facilitador del trabajo.

- Estimular la basqueda y seleccion critica de informacion proveniente de diferentes
soportes, la evaluacion y validacion, el procesamiento, la jerarquizacion, la critica y la
interpretacion

Se realiza luego una “Introduccion a las actividades™:

“En esta secuencia se abordaran los siguientes temas: aplicacion de la funcion cuadrética;
modelos matematicos de fendmenos fisicos (tiro vertical) y el uso del programa Modellus

para representar un fenémeno fisico mediante una animacion.

Las funciones cuadraticas intervienen en diversas situaciones que nos rodean, por ejemplo,

cuando se arroja un objeto hacia arriba en forma vertical.
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En esta secuencia les proponemos abordar el tema aprovechando las ventajas de los

programas que permiten hacer simulaciones con animaciones; en este caso, la aplicacién

Modellus™.

Se indican luego los objetivos de las actividades:

- Promover la discusién y el intercambio de diversas estrategias entre pares.

- Promover el trabajo colaborativo, la realizacién en conjunto de la propuesta, la
autonomia de los alumnos y el rol del docente como orientador y facilitador del trabajo.

Bajo el titulo “Objetivos pedagodgicos” se incluyen a continuacion las actividades

propuestas:

Actividad 1

Pidanles a sus alumnos que formen grupos de a dos para discutir ideas, aunque cada integrante
trabajara de manera individual con su equipo portatil (si el nimero de alumnos es impar, puede
haber un grupo de tres).

Indiquenles que para realizar la actividad usaran el programa Modellus.

1) Abran el programa Modellus, que permite realizar graficos, generar tablas de valores y producir
simulaciones de modelos fisicos.

2) Lo primero que van a hacer es escribir la formula de la funcion que define el siguiente fendémeno:

- Se lanza una manzana hacia arriba, en forma vertical, con una velocidad inicial de 10 m/s. La
manzana sale despedida a 1 m del piso.

Lo que se busca es averiguar a qué altura del piso esta la manzana en cada instante. La formula que
permite saberlo corresponde a una funcion cuadratica y es:

h(t)y=hg+voet+0,50aet?
¢ donde h es |2 altura a |2 que se encuentra la manzana;
* ho es |a altura inicial desde la que fue lanzada;
* v es la velocidad inicial con la que se lanzo la manzana;

* a es la aceleracion constante con la que se mueve (en este caso, es la aceleracion de la

gravedad, conocida como g, que se tomara como 10 m/s® y con signo negativo, ya que se
considerara positivo el sentido contrario);

¢ y t es el tiempo en segundos.
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+Cual es, entonces, la férmula que se ajusta al enunciado?

hH=1+10-t-05-g-# = hi)=1+10-t-5-1]

Escriban la férmula de la funcién h en la ventana Modelo Matematico. Para ello, no
dejen espactos, usen * como simbolo de multiplicar y * para los exponentes, o sea:

h=1+10*t-5*t"2

helellnteSxt®

Hagan clic en la pestafia Variable -v-ar;;-—‘l -

Independiente, establezcan que esa variable

es t, que el Paso sea 0.05 y los valores Min ~ Varable Independente: t
y Max que se muestran, Paso (At): 0020
Min: oo000 Max: 23000

Varable Independente

Hagan clic en la pestafia Grafico y chequeen que figure t en el eje horizontal y hen
el vertical. Conviene tildar por una vez la opcién Escala Automatica, apretar el
botén ) para que se realice el grafico y luego destildar esa opcidn. Asi quedara
fijada la mejor escala posible para el grafico,

Pueden cambiar el tamaiio de la ventana del grafico tirando desde una de sus
esquinas. Dentro de la ventana, también pueden modificar la posicién del grafico y la
escala de cada eje, Para lograrlo, basta con ubicar el cursor sobre cada objeto y
arrastrarlo.
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e Ahora van a animar el modelo matematico. Para ello, hagan clic en la pestafia
Objetos. Una vez alli, hagan clic en Particula y después, en alguna zona en blanco
de la ventana Veran que aparece un dibujo y la pestafia Animacion

En Apariencia elijan la imagen de la particula (una manzana en este caso).

En la misma pestafia de Animacion elijan 0 para la coordenada Horizontal y h para
la Vertical Es conveniente aumentar la escala vertical, por ejemplo, a 20. Pueden
tildar las demas opciones como se ve en la imagen siguiente.

| [ O s Var B [ Nomre
' [~ B - Codeacn 3} W0 Qi veate ) oo
Manzana Damt | Eshlodeds 1000 B0 | @ rapeces B ercamenan t Pe
Aparenca Propedades

Para ver la animacién y la construccién del grifico, usen el botén ).
Para reimciarla, aprieten [§f] (o [@] para que la animacién sea continua).

Ademas pueden observar cémo se genera en forma automatica la tabla de valores
correspondiente. Una opcidn mnteresante es tildar Barras y elegir un color para cada
variable, de esa manera, a medida que se construye el grafico, en la tabla de valores
van apareciendo unas barras horizontales que muestran el comportamiento de las
variables.

e Hagan clic en la pestafia Notas y escriban el enunciado de la situacién que se esta
graficando y amimando. Agreguen cual es la altura maxima que alcanza la manzana,
en qué momento la alcanza y cuanto tarda en volver a la mano de quien la arroyé, o
en caer al piso si no la atajara (redondeen los valores).

® Guarden el archivo con el nombre “Tiro libre manzana”.
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Actividad 2

Indiquenles a sus alumnos que van a trabajar de manera similar a como lo hicieron en la actividad 1.
Pueden agruparse de la misma forma.

1) Accedan el programa Modellus.
2) Abran el archivo que guardaron al finalizar la actividad 1, y llamenlo "Tiro libre general”.

3) Van a realizar las modificaciones necesarias para que la animacioén corresponda al caso general
del tiro libre de un objeto en forma vertical, que responde a la formula:

h(t) =hO+vOoet+0,5%aet?
Para ello, en la ventana Modelo Matematico cambien la férmula de la funcién por:

h=ho+v0*t+05%a*t"2

e En lapestafia Parametros coloquen valores para hO y v0 que sean razonables y
establezcan =10 para el pardmetro a (que es g, como se dijo antes).

Analicen distintos casos.

Por ejemplo, pueden probar con estos valores:

(Inido  Varable Independente  Modebo [ Parimetros |

L ¥ ¥ I ¥ I 1
0.00
- C

: 000
0.0

N

Casol Caso 2 Caso3

Elcaso 1 es el mismo de la Actividad 1. En el caso 2 la manzana sale despedida medio
metro mas abajo y con una velocidad inicial de 12 m/s en lugar de 10 m/s. En el caso
3, parte 20 cm més atriba que en el caso 1, pero con menor velocidad mnicial.

e En lapestafia Grafico hagan que figure t en el eje horizontal v h en el vertical en
todos los casos y establezcan el color que quieran para el grafico de cada uno.

Por ejemplo, aca se ehgié Naranja, Verde y Cian

G G “|I» | " . [l [eee— e Bvew
t B - Bwe - Dom B B - Eoskees (O Tewes @ Vewees
oom - Dost -~ Ocw - Dom - OCst - OOm ~  Gowgew 1| i

Grdico
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e Enlapestafia Objetos introduzcan uno para cada caso. Pueden cambiar la manzana
por ofro cuerpo; por ejemplo, una pelota de basquet o de fitbol, pero elijan el mismo
para todos los casos que analicen y ubiquenlos de modo que los origenes queden
alineados. Junto a cada uno aparecera un cuadradito con el color del caso
correspondients, como se ve en la imagen siguiente.

g

. [ e HI,— fombe [Ty ——
. — Dow « Cramratee 9 S > 6 s e L reow N owcore o Obem 4
Manzana | 7
0w v Dusn ) onied o 1.0000 B0 W s B Suwoon menscate | P
Apanenca Propedaces

o —_—

6
18]

1R
k&

Tengan presente que con el deshizador pueden 1r _

revisando valores en la tabla y recorrer cada gréafico,

e Presionen el botén para ver la animacién De ser necesario, en la pestafia Variable
Independiente cambien el valor Max por uno que se ajuste.

® Para que aparezcan todos los casos en la tabla, indiquen en cada caso que la vaniable
independiente es t y la dependiente es h, y establezcan los colores con que se
visualizaran las barras. Por ejemplo:

.j\ ..stg v ik i-.| o ) ~ v|

Arctw s 19—“
Biv B - Okm - Dimee -~ B¥nd - Bon - Oad - Ban

l
\
|

G 1 -~ : . t’ e —— g —
e Dast - 0OGCG=t -~ BCe B0 - 0G= - HCx '~ OG=t - DOst

® Pueden agregar otros casos para analizar, o cambiar los pardmetros de los que ya
tienen
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e Enalgin procesador de textos describan qué sucede con la altura maxzima que
alcanza el objeto, el momento en que la alcanza y el tiempo que tarda enregresar a la
mano de gquien lo arrojé (o en caer al piso s1 no lo atajara) al modificar h0 y v0 en la
férmula, haciendo una comparacién con el caso de la Actividad 1. Por ejemplo, s1 h0
es menor que 1, pero v es mayor que 10; s1 h0 es mayor que 1 y v0 es menor que
10, etcétera,

Ademas, relacionen las distintas situaciones con lo que estudiaron en la Actividad 1
delrecurso Funcién cuadratica (Parte I), es decir, con los cambios que se producen al
modificar los coeficientes de la férmula de la funcién cuando esta escrita en forma
polinémica.

e Guarden los dos archivos (el de Modellus y el del procesador de textos) con el
nombre “Tiro libre general”

7.7 Secuencia “De crecimientos y trayectorias”

Fecha de publicacion: 24/08/2007

No presenta el mismo formato de las propuestas anteriores.

Se indica a modo de subtitulo “Problemas para trabajar con funciones cuadraticas.
(Actividad para alumnos de Polimodal)”

A través de un link se puede descargar la misma imagen que estaba visible en la pagina,

que incluye las actividades:

Area: Matematica I i
i Funcion cuadratica

Contenido: Funciones De crecimientos y trayectorias

ACTIVIDAD 1

Matias recuerda una discusion mantenida en clase el ano anterior, antes del debate abierto que
organizaron para el Dia de las Americas. Tenlan que encargar los afiches para pegar en las paredes,
e intentaban determinar cual debla ser la ampliacion que deblan encargar de unas postales
cuadradas, pequenas pero muy adecuadas.
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a. Expresen el crecimiento del area ocupada por el afiche cuando se encargan fotocopias amplia-
das y realicen un grafico que les permita encontrar rapidamente el valor del area para cualquier
ampliacion que deseen. (Recuerden que la ampliacion al 20%, por ejemplo, significa que el
largo, el ancho, la diagonal... resultaran de una longitud mayor en un 20%).

b. Comparen el crecimiento del area del afiche y el crecimiento de su contorno, en relacion con la
ampliacion del lado de la postal.

¢. Expresen mediante formulas ambos crecimientos y realicen las graficas cartesianas correspon-
dientes. ;Como se comportan? ;En que se parecen y en que se diferencian?

ACTIVIDAD 2

Un director de cine quiere rodar la uitima escena de la pelicula del siguiente modo: un personaje
inmovil ve marchar un barco a lo largo de un rio gue corre en linea recta y a 40 m de la persona.

a. El director proyecta hacer un largo travelling, manteniendo igualmente enfocados al barco y al
personaje, es decir, teniendo siempre a ambos equidistantes de la camara.

cdmara

5

&
3

B

Coleccion Para sequir aprendiendo. Material para alumnos Ministerio de Educacion - educ.ar 1
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Area: Matemat
Nf;:pgﬁmda‘;" Funcion cuadratica

Contenido: Funciones De crecimientos y trayectorias

b. Dibujen aproximadamente la trayectoria. Para poder dibujar la trayectoria con precision, se
puede buscar su ecuacion usando el siguiente sistema de referencia.

camara (x, y)
.... T ‘-
e y-40:
eje de ordenadas posicién inicial — N 15
(DAQ)«ssmvmnsasssssnscnnnen < delacamara L L e T T :
personaje :
iy
40m i

v

rio (40.0) rio
{aie de abaciaas)

Encuentren la ecuacion y dibujen ia grafica, destacando la parte gue comesponde al problema.

¢. Comparen la grafica con la realizada en a.

d. Sise piensa en la trayectoria de la camara como un conjunto de puntos ;Que condiciones ver-
ifican estos ultimos? ;A que curva conocida pueden asociar la grafica?

Reflexion

Las funciones consideradas en as actividades anteniores solo tienen sentido para valores positivos de la variable
independiente. ;Por que?

En estos casos, han representado “partes” de funciones cuadraticas.

Es posible construir graficas “completas”, independizandose de los contextos en que han sido planteadas.
Representen esas funciones y puntualicen semejanzas y diferencias entre ellas, analizando las graficas.

P mosion

En distintas disciplinas, es posible identificar fenomenos en los que algunas variables se relacionen mediante la
funcion cuadratica.

En Fisica, por ejemplo. Galileo descubrio que la expresion que relaciona la distancia d que recorre un cuerpo
en caida libre en un tiempo t es cuadratica.

Averigoen cual es dicha expresion y dibujen su grafica.

G Coleccion Para sequir aprendiendo. Material para alumnos Ministerio de Fducacion - educ.ar 2

No se explicitan por ejemplo los objetivos de cada actividad, a diferencia de las secuencias

anteriormente detalladas.
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ANEXO 2
ANALISIS DE LOS ESTUDIANTES DEL PROFESORADO
EN MATEMATICA DE LA SECUENCIA

“FUNCION CUADRATICA” DEL SITIO EDUC.AR

8.1 Analisis de la secuencia Funcion Cuadrética — Grupo 1

La introduccion nos parece bien, pero agregariamos algunos ejemplos mas de distintos
graficos, con coeficiente principal negativo y parabolas que no son funciones.

Los conocimientos previos que nos parece que el alumno tendria que tener para entender la
secuencia didactica son: polinomios, funcion lineal y graficos en ejes cartesianos ya que en
el desarrollo de los ejercicios y explicaciones de los mismos se nombra por ejemplo:
abscisa, ordenada, raices de la funcion, interseccion con los ejes.

Dentro de las actividades propuestas agregariamos la resolucién analitica de distintos tipos
de funciones cuadraticas y expresarla en sus distintas formas como la implicita, candnica y
factorizada.

La inclusion de un software como GeoGebra permite abordar los contenidos desde otra
forma, pero creemos que el manejo sin la ayuda de un docente se le dificultaria al alumno
para la resolucion de los ejercicios.

Ademas seria importante la demostracion del manejo del software por parte de un docente
para sacar mas provecho y poder mostrar mediante deslizadores como varian las graficas de

las funciones cuadraticas segun sus coeficientes.
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Esto presentaria una gran ventaja para los alumnos en comparacion con la resolucion en
lapiz y papel.
No observamos un resumen de la unidad, salvo distintos tipos de ejercicios que van
mostrando las distintas funciones que puede haber y sus aplicaciones.
En cuanto a la utilizacion de otro tipo de materiales o recursos didacticos, creemos que
ayudaria mucho dar algunos ejemplos de funciones cuadraticas y relacionarlos con
situaciones reales para captar la atencion del alumno y despertar mayor interés por el tema.
Se incluyen también ciertos ejercicios que evaluarian los conocimientos adquiridos por los
alumnos, pero por ejemplo el ejercicio que dice:

Hallen la expresion que cumpla con los siguientes requisitos:

Su gréafico pasa por el punto (3;—1) y su vértice es el punto V = (= 2;3)

Su gréfico interseca al eje y en (0;7) y su vértice es el punto V =(3;2)

Podria presentar demasiada dificultad para alguien que empieza a ver el tema.

8.2 Analisis de la secuencia Funcion Cuadrética — Grupo 2

La secuencia didactica desarrolla actividades diversas sobre la funcion cuadratica. Para
introducir el tema, la secuencia detalla la sintaxis de la funcion, haciendo hincapié en que el
coeficiente principal (cuadratico) debe ser distinto de cero para que exista tal funcion.
También nombra al grafico e indica algunos de sus elementos: nombre del grafico, ceros o
raices, vértice, ejes...

Para trabajar dicha funcion, creemos que se deben conocer previamente los siguientes

temas/conceptos (0 al menos tener una nocion acerca de ellos):
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° Ecuaciones.

o Funcién lineal.

o Potencia y raiz.

o Ejes cartesianos.

o Graficar en ejes cartesianos.

) Resolucién de calculos combinados.
o Elementos basicos de GeoGebra.

La primera actividad de la secuencia es de comprension, donde el estudiante debe contestar
dos preguntas basadas en la teoria desarrollada previamente.

La segunda actividad consiste en analizar algebraicamente una serie de funciones y
determinar cuéles de ellas son cuadraticas, debido a que hay algunas en que se cancela el
coeficiente principal y queda una ecuacion lineal. Este ejercicio requiere que el estudiante
haya comprendido que es necesario que el término cuadratico exista para que haya una
funcion cuadratica.

En la segunda parte de esta actividad, se propone al estudiante graficar tres funciones en
GeoGebra y a partir de ellas analizar la posicion de los graficos. El propdsito de esta
actividad es reflejar las diferencias graficas a partir de las diferencias en la ecuacion de la
funcion.

La tercera actividad plantea la resolucion analitica y grafica de dos ecuaciones y el analisis

posterior de sus elementos: vértice, ejes, raices...

315



La actividad de cierre, requiere de la busqueda en Internet como recurso pedagdgico para
establecer una relacion entre el método utilizado por el mateméatico Al-Khwarizmi vy el
célculo analitico de las raices de la funcion.

Las actividades son diversas dado que algunas de ellas permiten multiples respuestas, como
en el caso de aquélla que requeria contestar la diferencia entre gréaficos; y también hay otras
actividades que tienen respuestas Unicas y determinadas, en cuanto piden calculos de raices,
vertices, etcétera, que son respuestas pautadas.

Si bien todas estas actividades detallan y explican bien las distintas partes del grafico, no
indican como realizarlo manualmente, es decir, sin recurrir al software GeoGebra. Esto
puede deberse a que se considera un conocimiento previo el graficar una funcion mediante
tablas, que permitan obtener la imagen de la funcion y luego trazar los puntos obtenidos en
los ejes de coordenadas. No obstante, se aclara bien en la secuencia como obtener los
puntos claves de la pardbola como para poder graficarla sin necesidad de una tabla de
valores: vértice, ordenada, raices...

Con respecto a las definiciones otorgadas en la primera parte de la secuencia (actividad 1),
son claras y concisas y otorgan los medios (ecuaciones en este caso) para hallar puntos
importantes de la funcion.

Al ser actividades que requieren de la participacion activa del estudiante para resolver la
ejercitacion, no incluyen demasiados graficos a modo de demostracion. Esto puede ser
negativo si se ve el tema por primera vez, dado que da la posibilidad de que el estudiante
realice los graficos correspondientes de manera errénea. El Unico gréafico que se incluye en

la secuencia (Actividad 1) indica las distintas partes de la parabola, pero no la hace
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corresponder con ninguna funcion. Hubiera sido conveniente poner su expresién analitica
para que el estudiante establezca la relacion entre gréfica y funcion.

Por otro lado, se incluye la utilizacion del software GeoGebra, poderosisima herramienta
dinamica de grafico matematico. Esto aporta al esclarecimiento y resolucién de la funcién
cuadratica, sin lugar a dudas. Sin embargo, la secuencia lo plantea como tema ya sabido,
sin detallar o aportar informacion suficiente acerca de su uso (por ejemplo, ingresar
funciones, crear deslizadores).

Seria util esta herramienta como recurso de autoevaluacion para el estudiante en tanto
comprobar sus propios graficos hechos en lapiz y papel versus aquéllos hechos con la
herramienta informatica.

Para concluir, la secuencia es favorable para el aprendizaje de la funcién cuadratica para los
estudiantes en tanto desarrolla los temas de manera clara y simple. No requiere de
demasiados recursos mas que de una computadora. No obstante, no alcanza para ser tomada
como unica guia de actividades, ya que carece de ciertos elementos que se han mencionado

anteriormente.

8.3 Andlisis de la secuencia Funcion Cuadrética — Grupo 3

La secuencia didactica dada propone primero y principal la teoria basica y fundamental de
funcidn cuadratica para que los alumnos la analicen junto con el docente.

Se entiende que previamente los alumnos han visto y trabajado con los contenidos relativos
a la funciodn lineal, lo cual ya les permite saber que una funcion determina un grafico; en el

caso de la funcién lineal, como bien lo determina su nombre es una recta (linea). En la
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teoria dada se introduce al alumno el concepto de nuevos términos (parabola, vértice,
ordenada, raiz de la funcion) y se explica en detalle qué es cada uno, para qué sirve y como
se obtiene.

Nos imaginamos que la idea de que el alumno sea quien pueda determinar qué tipo de
“dibujo” determina en un par de ejes cartesianos la funcidn cuadratica seria mas
conveniente para despertar su interés y su imaginacion; aunque no nos parece mal que se
oriente el tipo de resultado previo a que realice el grafico y paralelamente la incorporacion
de GeoGebra creemos es importante.

La actividad 2 es fundamental si consideramos la secuencia establecida, ya que en ella
vamos a ver qué de lo explicado realmente el estudiante pudo entenderlo. Especialmente
porque observamos que los tipos de ejercicios propuestos van mas allad de los conceptos
basicos que se dieron como teoria.

Por otro lado, si consideramos que los estudiantes hoy por hoy manejan casi de forma
intuitiva las herramientas informaticas y que lo que pueden buscar y encontrar en Internet
es mas interesante para ellos, la incorporacion del programa GeoGebra asi como la
busqueda de informacién es realmente Util y una excelente excusa para que vean que las
computadoras también pueden servir para otros objetivos mas que juegos y redes sociales.
Podria incluirse alglin ejercicio que invite al alumno a que “juegue” con el programa y de
esa manera descubra, por ejemplo, en qué varia que “a” sea negativo, 0 un numero muy
grande 0 un numero muy cercano a 0.

Creemos que a modo de guia, la secuencia dada es bastante completa y precisa.

Obviamente cada docente luego puede hacer énfasis en un tema mas puntualmente si ve

318



que los alumnos de la clase no entienden lo que se explica, obviar o pasar por encima otro,

utilizar otras clases de ejercicios, etc.

8.4 Andlisis de la secuencia Funcion Cuadratica — Grupo 4

El contenido del tema esta basado en la expresion de la funcion cuadréatica y la informacion
de la misma, dando por sobreentendido que los alumnos ya tienen conocimientos de
polinomios, de funciones, y en particular, de la funcion lineal.

La expectativa de logro es llegar a la comprension y conocimientos de como es una funcion
cuadrética y la informacion que podemos extraer para su grafico.

Actividad 1:

Proponemos iniciar con la Actividad 2, parte a, en la cual los alumnos pueden tomar
conocimiento de como es una funcién cuadratica. Esto realizado en forma escrita aun sin
GeoGebra ya que nos permitira ver de mejor manera en qué estado de conocimiento se
encuentra la clase.

Luego de esa actividad pasariamos a la ecuacién genérica de la parabola y agregariamos un
ejemplo numeérico para gque se vayan acostumbrando a graficar con valores.

Mediante GeoGebra les mostrariamos cémo comenzando con f(x)=x"2, la vamos
desplazando y haciendo variar la forma hasta llegar a la ecuacion completa.

Para la explicacion de las raices de la funcién, asociariamos el concepto con la interseccion
con los ejes coordenados, basandonos en lo que ya conocen de funcion lineal, la

presentacion de la formula resolvente, y el calculo de las raices reales.
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Explicariamos primero el concepto de vértice y veriamos cOmo se encuentran sus
coordenadas utilizando la formula resolvente. Luego incorporariamos la definicién del eje
de simetria. Les mostrariamos como calcular la coordenada “x” del vértice mediante la
definicion de punto medio entre las raices.

Luego apoyandonos en la formula resolvente, explicariamos que una funcion cuadratica
puede tener raices coincidentes, o no tener raices. Introducimos el concepto del
discriminante dentro de la raiz de la formula resolvente. Y la nocion de concavidad.
Actividad 2:

Nos parece bien para que los alumnos vean las diferentes posiciones de la parabola en el
plano. Podriamos agregar la pregunta: ¢qué sucede cuando multiplicamos toda la funcion
por “menos 17? y que lo grafiquen, para que vean como es una concavidad negativa.
Actividad 3:

Refrescariamos la interseccion entre funciones antes de comenzar la actividad.

Actividad de Cierre:

Después de la busqueda y el anélisis de lo encontrado realizariamos una comparacién con
el método de completar cuadrados, que suponemaos ya conocen.

Respecto de la utilizacion de GeoGebra, propondriamos que el alumno tenga total libertad
de “jugar” con la funcién (variando los valores) de manera que sean ellos mismos quienes
interactian y exploran, formando asi los primeros conceptos y pudiendo predecir futuras
situaciones, aproximandose a un modelo de base empirica.

De esta manera el alumno estd en condiciones de introducir el vocabulario especifico y

formalizar los conceptos: raices, eje de simetria y vértice.
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Luego se busca obtener un modelo matematico que represente lo sucedido en la practica
para finalmente asociarlo a la funcion cuadratica. EI docente guiard la actividad por medio
de la formulacién de enunciados acompafiando un razonamiento Idgico.

Los alumnos deberan enunciar las conclusiones de la practica y traducir al modelo
matematico de la misma, obtener las hipétesis derivadas ejemplificando alguna de ellas, y
reconocer las consecuencias observables que luego permitan corroborar o refutar las
afirmaciones realizadas. La experiencia en conjunto mediante un emprendimiento grupal de
trabajo socializa la clase, pero el aprendizaje es siempre individual.

Las conclusiones y la evaluacion se realizaran con las determinaciones teoricas y los

informes grupales.
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ANEXO 3
DISENO DE UNA PROPUESTA DE ENSENANZA POR
PARTE DE LOS ESTUDIANTES DEL PROFESORADO EN
MATEMATICA ACERCA DEL CONTENIDO

“FUNCION CUADRATICA” UTILIZANDO GEOGEBRA

9.1 Disefio de una propuesta de enseflanza acerca del contenido

“Funcion Cuadratica” — Grupo 1

k!

PARAROLAS

Dirigido a: estudiantes de segundo afio (13 — 14 afios)
Objetivos:
El estudiante debera reconocer la funcion cuadrética en sus distintas formas y

poder identificar los puntos importantes para poder graficarla.
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- Poder analizar el gréafico de una funcion cuadratica y sacar conclusiones.
Conocimientos previos: Polinomios y funcidn lineal.
Desarrollo:
Definicion de funcion cuadratica: En matematica, una funcion cuadrética o funcion de
segundo grado, es una funcion polindmica de segundo grado definida como:
y=ax*+bx+c
Donde a, b y ¢ son nimeros reales y a es distinto de 0 (cero)
a: Coeficiente principal, donde:
si a>0 (es positiva) la pardbola se abre hacia arriba
si a<0 (es negativa) la parabola se abre hacia abajo
b: Coeficiente del término lineal.
c: Ordenada al origen.
Su gréfica es una parabola y lo podemos apreciar en efectos o construcciones de nuestra

vida cotidiana.

I La Parabola

En algunas construcciones arquitecténicas se utilizan cables o

Presencia de la parabola en la arquitectura
| estructuras con forma de parabola, ya que estas distribuyen de

manera uniforme el peso al que son sometidas.

9 ]
L 9 L 4
o9 9 ® /Tlrante
LR 9 L]
9 9 [~ Tablero
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Ejemplos de funciones cuadraticas y sus respectivos graficos:

o f(X)=2x2+2x-4

Tiene dos raices reales distintas

o f(x)=x

Raiz 2

[ T I H 11 T E 3 ]

Veértice -

-

Tiene dos raices reales iguales

H B T H & 7 & H i T kil i

Veértice
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o f(x)=-3x2+2x-1

No tiene raices reales y la paradbola
se abre hacia abajo

Vértice

Elementos que la componen:
- Ordenada al origen: Es el punto de interseccion de la parabola con el eje Y.

- Raiz: Se llama asi al punto de interseccion de la parabola con el eje X.

—b+Vb? — 4dac
2a

*12

Una funcion cuadratica puede tener 2,1 ¢ ninguna raiz real.
- Eje de simetria: Toda pardbola es una curva simétrica con respecto a una recta vertical

Ilamada EJE DE SIMETRIA

- Vértice: Es el punto de interseccion entre la parabola y el EJE DE SIMETRIA.

Mediante el uso de un software (GeoGebra) veremos como varia una funcién de acuerdo a

como varian sus elementos:
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1. Una vez abierto el GeoGebra, buscar en la barra de herramientas la opcion 'Deslizador’
(es la anteultima).

2. Utilizando esa herramienta, hacer click cerca de alguna esquina de la vista gréafica: Esto
abrird una ventana donde se podra poner nombre al deslizador, elegir el valor numérico
maximo y minimo que puede alcanzar, entre otras cosas. Por el momento, dejemos el
nombre como ‘a', y el intervalo entre '-5'y '5', tal y como esta. Aceptar, esto creara el
deslizador.

3. Repetir este paso dos veces, creando los deslizadores 'b'y 'c'.

4. Ahora copiar en la barra de entradas: 'f(x)=a.x2+b.x+c' (sin las comillas) y presionar
enter.

5. Esto creara el grafico de la funcién cuadratica donde ‘a’ es el coeficiente principal, ‘b’ es
el coeficiente del término lineal, y 'c' es la ordenada al origen.

6. Ahora pueden cambiarse los valores de 'a’, 'b', y 'c' por cualquiera que esté entre sus
valores determinados como minimos y maximos, ahorrandonos el tiempo de crear un
grafico para cada funcion que queramos analizar.

7. Ejemplo: Para graficar la funcion: 'f(x)=x2+3x+4', debemos colocar a a' en la posicién
'1','b"en '3, y 'c' valdra '4'". Para la funcion 'f(x)=2x2-2', a=2, b=0, c=(-2).

En cada caso, ¢cudles son las coordenadas del vértice y de las raices?

Distintas formas de expresar la funcién cuadratica:
- Laforma desarrollada o polinémica de una funcién cuadratica corresponde a la del
polinomio de segundo grado, escrito convencionalmente. Esta forma nos permite

identificar rapidamente la ordenada al origen.
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y=ax*+bx+c
- La forma candnica puede quedar expresada mediante el cuadrado de un binomio. Nos
permite visualizar las coordenadas del vértice = (Xy; Yv).
v=(x— xz,): +v,
- Toda funcién cuadrética se puede escribir en funcion de sus raices, la Ilamamos forma
factorizada. De esta manera podemos visualizar las raices.
y=alx —x,)(x— x,)

(Donde a es el coeficiente principal; X1 y X, son las raices)

He aqui unos ejemplos de cdbmo pasar la expresion de una funcion de una forma a otra:
a) Pasar una funcién de expresion de forma polindmica a forma candnica.

b) Pasar una funcion de expresion de forma factorizada a forma polindémica.

a) Forma polindmica: f(x)= x* + 4x + 3

Para pasar esta funcion a forma canoénica, veremos arriba que la forma candnica muestra
las coordenadas del vértice de la funcidn. Entonces buscamos estos datos:

La coordenada 'x' del vértice se calcula: -b/2a

En este caso b=4 y a=1:

4021 =-4[2 =-2

Xy = -2

Y la coordenada y del vértice y, sera el resultado de reemplazar x por x, en la funcion:

f(Xv)= X° + 4xy + 3
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f(-2)= (-2)° +4.(-2) + 3

f(-2)=4°-8+3

f(-2)=16 -8 + 3

f(-2)= 11

11 es el valor de yy,

Reemplazando estos valores en la forma canénica:
y=(x—x,)"+y,

y=(x—(-2))*+ 11

y=(x+2)7+11

Se ha realizado el pasaje de forma polinémica a forma canénica.

b) Forma factorizada: g(x)= 2 (x-2) (x+3)

Pasar esta funcion a forma polinomica es facil: Se aplica la propiedad distributiva.
9(x)= 2 (x-2) (x+3)

g(x)= 2 (x* +3x -2x -6)

g(x)= 2x% +2x -12

Anélisis de una funcion cuadratica:

Vamos a analizar la funcion: f(x) = x? +4x +3. Se incluye su grafico al final.

Dominio: Son todos los valores que puede tomar 'x'. Como no existen valores posibles de
X' para los cuales la funcion no pudiese resolverse, el dominio seran todos los nimeros

reales: (-oo;+o0)
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Imagen: Son todos los valores que puede tomar la funcion f(x), o'y, teniendo en cuenta
todos los valores del dominio.
Si observamos el grafico mas abajo, veremos que la funcién toma su valor minimo en el
punto
(-2;-1) y luego se extiende hacia arriba infinitamente. Por lo tanto su imagen comprendera
al namero (-1) y todos sus mayores: [-1,+o)
Sus raices son los puntos en que f(x)=0.
Entonces:

X2 +4x +3 =0

Usando la formula resolvente:

—b+Vb?— 4dac
x:
2a
—44+/42—-413
x:
2.1
—4+416—12
x:
2
_4i,u."?1_
x:
2
-4+ 2
x:
2
x=-—-211

X, =—2+1=-1
x,=—2—1=-3
Las raices se encuentran en (-1;0) y (-3;0).

El eje de simetria es la recta que divide al grafico de la parabola en dos partes iguales.
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Su ecuacion corresponde a la siguiente forma:

X = Xy
En este caso, el valor 'x' del vértice de la funcion es (-2). Entonces el eje de simetria seréa la
recta vertical: x = -2.
Intervalo de crecimiento: Es la parte de la funcion en la cual su valor 'y' incrementa al
incrementar su valor X', y se expresa en el dominio, o sea sus valores 'X': (-2;+0)
Intervalo de decrecimiento: Analogamente, es la parte de la funcién en que uno de X' o'y’
crece, y el otro decrece: (-o0;-2)
Intervalo de positividad: Es la parte de la funcion en donde sus valores 'y' son positivos.
En este caso, todos los valores del dominio menores a (-3) y los méas grandes que (-1):
(-00;-3)U(-1;+00).
Intervalo de negatividad: (-3;-1). Notar que estos intervalos estan separados por las

raices.

-2
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Ejercicio Integrador:
Forma Factorizada:
g(X)= a(X-X1).(X-X2)
9()=(-1). (x-3). (x-1)
Forma Polindmica:
g(x)= ax*+bx+c
g(x)= -X’+4x-3
Forma Canonica:
g(x¥)= (X- X,)? + Yy
g(x)=- (x-2)>—1 *

* Calculo de la forma canénica:

a b c
alials
g(xX)=-1x"+4x -3

gx)=-1. (x> 4x +3)

d
g(x¥) =-1. (x*—4x+(-2)* - (-2)*+3)
gxX)=-1.(X*—4x+4—4+3)
g(x¥)=-1.((x-2)°-1)

gx)=-1.(x-2)? +1
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Dominio: todos los nimeros reales

Vértice: en este caso es (2,1)

Imagen: (-oo; 1], ya que el yv=1y el valor de “a” es negativo pues “a” vale -1

Eje de simetria: x=2

Ceros 0 Raices: {1;3} estos son los valores de X; ; X2, respectivamente . Graficamente son
aquellos valores en el eje x, donde se corta tal eje. (A=1 ; B=3)

Intervalo de crecimiento: (-o0;2]

Intervalo de decrecimiento: [2; +o)

Intervalo de positividad: (1; 3)

Intervalo de negatividad: (-o0; 1)7(3; +)

Ordenada al origen: “c”=-3
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9.2 Disefio de una propuesta de enseflanza acerca del contenido

“Funcion Cuadratica” — Grupo 2
Destinatarios: alumnos de 2° afio de la Escuela Secundaria (14 — 15 afios)
Objetivos:

Que los alumnos puedan:

Reconocer una funcion cuadratica y sus elementos principales, a través de expresiones

algebraicas, tablas o graficos.

- Utilizar funciones cuadraticas para modelizar situaciones.

- Expresar una funcion cuadréatica de forma polindmica, canénica o factorizada.

- Utilizar el programa GeoGebra como una herramienta para la representacion grafica.

Actividades:

1) La distancia en km a la que se encuentra un camion respecto de la empresa para la que
trabaja, desde que sale hasta que vuelve, en funcion del tiempo (expresado en horas) esta
dado por la formula: f(t) =t-(8—t)

a) ¢Cuantas horas tarda el camién en volver a la empresa?
b) Si el camion sali6 a las 7:00 hs, ¢a qué hora se encuentra mas lejos de la empresay a
qué distancia esta?

Esta primera actividad se utiliza para introducir el contenido Funcion Cuadratica. Se

necesitan como contenidos previos: Funcion, Grafico de funciones a traves de una tabla de

valores, Ceros de una funcion, Crecimiento y decrecimiento de una funcion. Como los

alumnos ya conocen la formula de una funcién (y trabajaron con funciones lineales) pueden
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realizar un grafico aproximado de la situacion e interpretar el problema dado, construyendo
una tabla.

Se les puede indicar luego que grafiquen la funcion en GeoGebra y que comparen los
resultados.

A partir de esta actividad, se ve con los alumnos que f(t):t-(8—t):—t2+8t
y se define entonces la funcién cuadratica a partir de un polinomio de 2° grado:
f(x)=ax®+bx+c

Se definen luego algunos elementos principales: los ceros o raices, el vértice, y el eje de

simetria.

2) Graficar en GeoGebra la funcion f(x) = x*
a) Definir un deslizador, por ejemplo llamado a, y modificar la funcién anterior:
f(x)=ax’
¢Qué sucede si a varia entre 0,5y 3? ;Y si varia entre -2 'y 2?
b) Definir un deslizador, por ejemplo llamado c, y modificar la funcion anterior:
f(x)=x*+c
¢Qué sucede si ¢ varia entre -3 y 3?

c) Definir un deslizador, por ejemplo llamado b, y modificar la funcién anterior:

f(x) = (x-b)
¢ Qué sucede si b varia entre -3 y 3?
Con la ayuda de GeoGebra la idea de esta actividad es que se puedan graficar muchos

ejemplos y ver la variacion del gréfico, segun los valores de cada deslizador.
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Si identifican los elementos principales en cada caso, pueden ver que el vértice esta

relacionado con la expresion f(x) = (x—b)2 y f(x)=x*+c. Se define a partir de eso la

expresion canonica de la funcion cuadratica f(x)=a-(x—x, )2 +Y,.

3) Graficar en GeoGebra las siguientes funciones e identificar en cada caso sus raices, el

eje de simetria y el vértice:
T = o I e,

Luego de la actividad 1 y habiendo definido los elementos principales de una funcion
cuadrética, se espera que puedan reconocer la cantidad de ceros que puede tener una
funcién de este tipo.

Se les dara a los alumnos la formula que permite calcular las raices de una funcion

—b++b*-4ac

cuadrética: x,, = 5
' a

4) Graficar en GeoGebra las siguientes funciones e identificar sus elementos principales:
f(X) =2x? +4x—6 g(x) =2-(x+3)-(x-1) h(x)=2-(x+1)° -8
Con esta actividad se espera que los alumnos reconozcan que es la misma funcion,
expresada de distintas maneras. Se define la expresiéon polindmica, factorizada y candnica
de una funcion cuadréatica. Para corroborar analiticamente que se trata de la misma funcion,

se puede mostrar como se pasa de una expresion a otra.
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Actividad de cierre:
Dado un cuadrado ABCD de 25 cm de lado, se considera el cuadrado EFGH cuyos vértices
estdn a una misma distancia de los vértices del cuadrado original, como se indica en la

figura:

25cm

<

a) ¢Cudl es la superficie de EFGH cuando la distancia de E a A es de 2 cm?

b) ¢Y si la distancia fuera de 3 cm?

c) ¢Qué funcion representa la superficie del cuadrado EFGH cuando la distancia de E
a Aesdexcm?

d) ¢Cudl es el cuadrado EFGH cuya superficie sea la menor posible?
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9.3 Disefio de una propuesta de enseflanza acerca del contenido

“Funcion Cuadratica” — Grupo 3

Objetivos:

Que el alumno sea capaz de:

e Identificar una funcién cuadratica y sus elementos principales.
e Graficar funciones cuadraticas.

e Resolver sistemas de ecuaciones.

Actividades y desarrollo de la clase:
e Iniciamos a los alumnos en funcion cuadratica dandole 2 funciones para que armen una
tabla de valores
o Dados: f(x) = x2 g(x) = -x2

Hallar los valores de las funciones cuando X toma los valores:

-2,-1,0,1, 2.

Ubicar esos puntos en una par de ejes cartesianos y unir los puntos.
Con esta actividad acercamos al alumno al gréafico de una parabola, ya que se considera que

previamente sélo relacionaba la palabra funcion solamente a funciones lineales.

e Ingresamos la funcion “f(x) = ax®” en GeoGebra, estableciendo un deslizador a para que
tome valores comprendidos entre -3 y 3.
De esta manera mostramos la variacién en la amplitud de la parabola y vemos la diferencia

entre valores de “a” positivos y negativos y luego damos el siguiente ejercicio.
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e Copiamos en el pizarron la forma polindmica de la funcién cuadratica
[f(x) = ax?+bx+c], hacemos énfasis en la diferencia entre esta formula y la formula de la
funcion lineal.

Luego nos enfocamos en los coeficientes, cuadratico, lineal e independiente.

o ¢Cuales de las siguientes funciones cuadraticas tienen sus “ramas” hacia arriba y

cuéles hacia abajo?

A) f(x) = 3x2-4x-2
B) g(x) = -0.25x2+4
C) h(x) = 999x2-888x+777
D) i(x) = -(x+2)(x+3)

o Indicar cuéles de las siguientes funciones son cuadraticas y cuales no. Justificar
A) f(x) = 0.1x2-3+5X
B) g(x) = (-x+5)?+4
C) h(x) = (-3x+1)>+14x-9x?-3

D) i(X) = -4x?-3x3+5x+3

e “Damos” la férmula resolvente para que puedan hallar las raices de una funcion

cuadratica.

o Hallar las raices de las siguientes funciones

A(X) = -2x2+2x+2 (dos raices reales distintas)
B(x) = 3x2-6x+3 (raiz real doble)
C(x) = x2-x+1 (sin raices reales)
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Trabajamos analiticamente en la formula resolvente para que vean qué ocurre cuando el

discriminante es mayor, menor o igual a 0.

e Escribimos la férmula para que puedan hallar el vértice y el eje de simetria de la
parabola.
o Graficar la siguiente funcion indicando sus raices, su eje de simetria y su vertice
f(x) = -2x2+8x+10
o Insertar en GeoGebra la funcion graficada y corroborar si el gréafico hallado es

idéntico.

e Presentamos las otras formas de expresion de la funcion cuadratica (canonica y
factorizada) y explicamos cual es la diferencia entre cada una. Una vez explicado esto
con ejemplos en el pizarrén, damos un ejercicio relacionado al tema:

o Expresar en cada caso la funcién cuadrética en sus 3 formas:
A) El vértice es (-3;-2) y el coeficiente principal es -2.
B) Las raices de la funcidn son x=-4 y x=2 y su coeficiente principal es -1.
C) El vertice es (-3;-1) y pasa por el punto (0;1).
Este ejercicio ayuda a los alumnos a memorizar las diferentes formas de expresion de la

funcion cuadréatica y a utilizar de acuerdo a los datos dados la que mas convenga.
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e Como actividad final e integradora:
o A partir de la siguiente funcién cuadrética y=-3x’+x+2, marcar los coeficientes de
los términos, el vértice, el eje de simetria, la ordenada al origen y las raices. Graficar

en GeoGebra.

e Actividad optativa:
Teniendo en cuenta los conocimientos de los alumnos sobre la funcion lineal, hacemos una
actividad que vincula a ambas funciones e integra el tema de sistema de ecuaciones con dos
incognitas.
o Hallar la o las intersecciones de ambas funciones y graficar en GeoGebra.

f(X)=x2-x-2

gx)=3x-1
Esta secuencia esta presentada para alumnos de 14 afios.
El orden en las actividades seleccionadas tiene la idea de ir incrementando la complejidad,
ya que es necesario comenzar con ejercicios mas simples introductorios al tema.
La inclusion del programa GeoGebra en alguna de las actividades, nos parecié una
excelente idea, ya que actualiza los recursos de estudio, los alumnos en esta época utilizan
la computadora como herramienta principal para todo; a su vez también ayuda a ver los

graficos mas exactos, prolijos y rapidamente.
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